Examen Célculo diferencial 2° BACH. 2 diciembre 2014
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1. a) Define funcién continua en un punto. Una funcion y=f(x) es continua en un punto x=a de
su dominio si lim f(x)=f(a)

b)¢ Qué tipo de discontinuidad posee la funcion y=———= LA+x) en x=0?

Dado que 1+x* es mayor que cero para todos los valores de X, el dominio de esa funcion
2

2
es R-{0}. I|m ( X)) 5 IX 7 1+1X =0. Por lo tanto en x=0 existe limite pero no imgen

por lo que tlene una dlscontlnmdad ewtable

c)¢Para qué valores de k la funcion Y= e —KES continua? Para que la funcién sea continua no

puede anularse el denominador, esto S|gn|f|ca que la ecuacion x?+k=0 no puede tener
solucion. Si resolvemos x?+k=0= x = ,/—k para que esa raiz no exista no exista k tiene
que ser positivo. Es decir, la funcion es continua VK € (0, «)

d) ¢ Que tipo de discontinuidad posee la funcidn anterior en los restantes valores de k?

: ] X eV K , .
Si k>0 las raices de x*+k=0 son + ,/—k I|mr Xze+ K= 0 =xEs decir la funcién posee
X—>+ k

una discontinuidad de tipo asint6tico en x=y/—k y en x=—J/—k
e) Define funcidn derivable en un punto. Dada una funcion y=f(x), se dice que es derivable en

fa+h)—f(a)
h

un punto x=a de su dominio si existe Lirro1 al que llamamos derivada de f en

X=a
Calcula, si eX|sten los valores de ayb para que sea derivable la funcién

f(xX)= LafunC|on es continua y derivable en (-0, 0) por ser y=-* una
®) {x +ax+b3|x>0 y (=, 0)p Y=

funcién elemental con dominio R; la funcion también es continua y derivable en (0,c0)
por ser y=x*+ax+b una funcién polinémica para cualquier valor de a y b. El Gnico punto
problematico es, por lo tanto, x—O

I|m f(x)— I|m =1
Continuidad en x=0: X|Il‘gl f(x)—xllr(p_ x2+ax+b:b >b=1

f(0)=b
Derivabilidad en x=0: Estudiamos la funcion derivada antes y después de x=0
- —-(1-x)e* . e —(1 0e’
F(x)= e SIx<0 { 0= =2 La=2
2x+asi x>0 +(0)—2.0+a=a

2. a) Demuestra que la funcion y = L(senx+1)+cosx toma el valor 0'5 en el intervalo [0,x].
Enuncia el teorema en el qué te basas.

Nos basaremos en el teorema del valor intermedio para funciones continuas o teorema de
Darboux que dice: Sea f una funcién continua en un intervalo [a,b], sea ye R t.q
f(a)<y<f(b)= 3c € (a, b) t.q. F(c)=y. Es decir, la funciéon toma todos los valores
comprendidos entre f(a) y f(b) al menos 1 vez en el intervalo (a,b).

f(0)=L(sen(0)+1)+cos(0)=1; f()=L(sen(r)+1)+cosz=-1; f es continua en el intervalo
[0,m] por ser senx+1 positivo en dicho intervalo. En consecuencia, toma en ese intervalo
todos los valores comprendidos entre las imagenes de sus extremos, es decir todos los



valores comprendidos entre -1y 1, en particular tomara el valor 0’5 como nos piden que
demostremos.

Este ejercicio podria haberse resuelto también por el teorema de Bolzano: Queremos probar
que L(senx+1)+cosx=0’5 tiene solucién en [0,x], o, lo que es lo mismo, que
L(senx+1)+cosx-0’5=0 en dicho intervalo. Tomamos la funcion y=L(senx+1)+cosx-0’5,
continua en [0,x], por lo explicado anteriormente; f(0)=L1+cos(0)-0°5=0"5>0;

f(r)=L1+cos(r)-0"5=-1"5<0. Por lo tanto f se anula al menos una vez en ese imtervalo.

B) Define: funcidn creciente en un intervalo (a,b): f es creciente en (a,b) si
VX, Y € (a,b), x<y= f(x) < f(y)

Maximo absoluto: Sea f una funcion y x=a un punto de su dominio. X=a sera un
maximo absoluto de la funcion si Vx € D se verifica que f(x)<f(a)

Maximo relativo de una funcion: Una funcion y=f(x) posee en un punto x=a, de su
dominio, un méaximo relativo si existe un entorno de dicho punto (a-h,a+h) tq
Vx e (a—h,a+h), x+ a, se verifica que f(x)<f(a)

3. a) Determinar los valores de a,b,c,d para que la funcién g(x)=ax*+bx?+cx+d tenga un
méaximo relativo en el punto (0,4) y un punto de inflexion en el punto (2,0). Para esos
valores de a,b,c,d , halla la recta tangente en el punto de inflexion

Si g(x)=ax*+bx?+cx+d; g’ (x)=3ax*+2bx+c; g’’(x)=6ax+b
Que el punto (0,4) sea un minimo significa que g(0)=4y g “(0)=0; que (2,0) sea un punto de
inflexion significa que g(2)=0y g *’(2)=0. Escribimos estas cuatro condiciones:
9(0)=d=4
g “(0)=c=0
g(2)=8a+4b+2c+d=0
g’’(2)=12a+2b=0. Resolviendo el sistema formado por las cuatro ecuaciones se
obtiene: d=4, ¢=0, a=1/4, b=-3/2

Nos piden ahora que calclemos la recta tangente en su punto de inflexion, es decir en (2,0).

m=g’(2)=3.1/4.4+2(-3/2).2=-3; Recta tg m(x-Xo)=Yy-Yo. En nuestro caso: -3(x-2)=y

b) Calcula las asintotas oblicuas de la funcion y=/x? —4x +5 ; (resuelto en la pag 90 de
los ejercicios de clase)

c)Estudia el Dominio, Intervalos de crecimiento y decrecimiento y asintotas verticales de

1 1
y=xe~X-(en la pag 84 de los ejercicios de clase esta resuelto y=xe X)

=-1 .
D=R-{0}; y'=e* (1+%) = e1/X(X+(1); { Xx o0 Y dando valores en los intervalos

correspondiente obtenemos: Creciente (oo, —1) U (0, o0) decreciente (-1,0). M&ximo en
x=-1
AVIim Iiron xe ™ =0.e~=0.0=0; Iiron xe ¥ = 0.e* = 0.00 indeterminado
X->0+ X—->0—
-1/x 2 a-1/x

H .y H € — H 1/X .
fimxe = Jim S = =1
=|irg1 —e X =_0 = x=0 AV izd.

X-U~

2
4. Dibuja la gréfica de la funcion y:ﬁ Estudiando previamente: dominio, puntos de

corte con los ejes, Intervalos de crecimiento y decrecimiento, extremos relativos, intervalos
de concavidad y convexidad, puntos de inflexion y asintotas.



D=R-{2}; Cortes con los ejes: (0,0)
_2X(X=2)—X*  x2_4x vi=

x=2)2  — (x=2)?

. El denominador de esa fraccion es positivo por lo que el

. x=0
signo depende solo del numerador. x*-4x=0= { <=4 Dando valores en los

subintervalos en los que esas raices dividen a la recta real resulta que f ‘>0 y por tanto f es
creciente en (o0, 0) U (4, 0); f ‘<0 y por tanto f es decreciente en (0,2) U (2, 4)

yre (2X=4H(x=2)* - (x* -4).2.x=2) (X-4H(x-2)-(x*-4x).2 8 -
- (X—2)4 ) (x—2)3 T (x=2)2

numerador de esa fraccion es positivo por lo que el signo depende solo del denominador.

x-2=0=X-2=0x=2, dando valores se obtiene que en (-0, 2) f *’<0 por lo que f es concava y

en (2,00) f*’>0 por lo que f es convexa. La funcion no tiene puntos de inflexién al no

pertenecer x=2 al dominio.

1) S|mpI|f|cando

AV: Ilrgﬁ =4 = =x=2esAV.

AH: I|m—22 = oo No tiene AH
AO: m=lim 25 xz > =1, n= Ilrgﬁ—x_)l(lrgm =lim-& =2 y=x+2 A0

X—

‘
N

s

5. a)lim(1—cosx)'% =1*. Llamamos A=lim(1—cosx)"% = LA =lim tgx.L(1 — cosx) 3
X=5 X X=7

-2
senx

. L(1—cosx) . L(1—cosx) - 1-cosx 1 -
=lim = lim = lim —E2% = L —_1: | A=-1A=e ! =1/e
X—>% 1/tgx X—>% ctgx (Z)Xﬁ% —COoS ecZX -1 !

(1) el limite es del tipo 0.0, lo convertimos en 0/0

(2)EI limite es del tipo 0/0, aplicamos L’Hbpital
b) lim e*+e*—2cosx . e¥—e™* 4+ 2senx . e*+e*+2cosx _4_o
=5 =

x~0 sen(x2) 1) 50  2X.CO0S(X2) () g 2. COS(x2) + 2x.2x.(—sen(x2))

(1y 2) Limites del tipo 0/0 aplicamos L’Hdpital



