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ESTADISTICA INFERENCIAL

INTRODUCCION

Durante afios la estadistica se ha dedicado fundamentalmente al desarrollo de la
Estadistica Descriptiva, cuya principal labor como hemos visto es recopilar datos,
ordenarlos, representarlos graficamente y calcular algunos parametros que puedan
darnos una representacion de la totalidad de ellos. Esta concepcion de la Estadistica
cambi6 durante el siglo XX con el nacimiento de la Estadistica Inferencial cuyo
objetivo es obtener conclusiones vélidas para toda la poblacion a partir del estudio de
una muestra. Esta rama necesita apoyarse fuertemente en la teoria de las probabilidades
para los calculos y conclusiones.

La primera pregunta a la que debe contestar un investigador es la de como elegir una
muestra y el tamafio de la misma. Hemos visto ya, en el tema de estadistica descriptiva,
las diferentes técnicas de muestreo y de forma muy sucinta en qué casos deberian
utilizarse para que la muestra resulte lo mas representativa posible de la poblacion.

El siguiente paso sera realizar inferencias sobre los parametros poblacionales a partir de
los datos y parametros muestrales y conocer el margen de error que podemos cometer.
De forma muy elemental esto es lo que vamos a estudiar en este tema, abordando
Unicamente los resultados que se obtienen en muestreos con reemplazamiento, en los
que todos los individuos tienen la misma probabilidad de ser elegidos

A lo largo del tema representaremos por N al tamafio de la poblacion y por n al de la
muestra

DISTRIBUCIONES MUESTRALES

Las muestras aleatorias obtenidas de una poblacion son, por naturaleza propia, impredecibles.
No se esperaria que dos muestras aleatorias del mismo tamafio y tomadas de la misma
poblacion tenga la misma media muestral o que sean completamente parecidas. Sin embargo,
pretendemos que los parametros de las muestras nos permitan decidir sobre la aproximacion
mas conveniente de los parametros de la poblacién. Por ello, es necesario comenzar
estudiando el tipo de distribucion que siguen los pardmetros muestrales.

1 Distribucién de la media muestral

Supongamos que elegimos una primera muestra de tamafio n de una poblacion, esta
dara una media X7 de la variable que se esté estudiando (pesos, alturas, etc), otra
muestra diferente elegida dara otro valor medioX; y asi sucesivamente.

Si consideramos todas las muestras posibles de tamafio n que se pueden extraer de esa
poblacion, la variable aleatoria que a cada una de esas muestras le hace corresponder su
media se llama media muestral y se representa por X. Dicha variable tomara los valores :

X={X1.X2, ... Xk}

huestra 1

Muestrs 2

Muestra 3

fuestra K

e Distribucidn muestral de
POBLACION medias (x)
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Al ser X una variable aleatoria podemos estudiar su distribucion, a la que llamaremos
distribucion de la media muestral.

Sin demostrarlas vamos a dar algunas de las
propiedades de esa distribucion
1. La media muestral coincide con la media de la poblacion. Es decir uy = u
2. La desviacion tipica muestral es igual a la desviacidn tipica de la poblacién dividida

. N g _ .
por la raiz cuadrada de n (tamafio de la muestra).oy = ﬁ (siempre que la muestra

sea con reemplazamiento)

3. Si la distribucion de partida se distribuye segun una N(u, ) , la distribucion de las
muestras de tamafio n se distribuye segun una normal N(x, % )

A=\

Poblacion

4. En el caso de que la poblacion no se distribuya segin una normal, la distribucién
de las muestras si lo hace cuando el tamafio de estas sea por lo menos de 30
individuos. Esto queda establecido por el teorema central del limite que dice:

Si una muestra aleatoria de tamafio n procede de una poblacion con media u y
desviacion tipica o y el tamafio de la muestra es n> 30, las medias muestrales

se distribuyen segtin una normal de media uy desviacion tlplcaT N(u, \/_
Poblacisn Expomencial

Ejemplo: El gasto total semanal de los jovenes de una ciudad tiene una media de 25€ y una
desviacion tipica de 3€ ;Cual es la probabilidad de que el gasto medio de 49 jovenes, elegidos
al azar, esté comprendido entre 24 y 26€?

Dado que el tamafio de la muestra es > 30 la distribucién de las medias es N(25,i =

J49
=N(25,3/7); P(24<X<26)=P(¥52> < Z < 252)=P(-2"33<Z<2’33)=P(Z<2’33)-(1-P(Z<2’33))=
2.P(Z<2’33)-1=0"9802
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2. Distribucién de la proporcion muestral

Supongamos ahora que estudiamos si los individuos de una poblacién tienen o no una
determinada caracteristica. Habra una proporcién p de individuos que si la tienen y el resto de
individuos, una proporcion g=1-p, que no la tienen. Recordemos que su estudio se puede
realizar mediante distribuciones binomiales B(n,p), siendo n=ntmero de ensayos y
p=probabilidad o proporcion de individuos que tienen la caracteristica estudiada.

Si tomamos distintas muestras de tamafio n, la primera nos dara una proporcién py, la segunda
una proporcion pz y asi sucesivamente.

De manera anéloga a lo hecho con las medias, podemos considerar todas las posibles muestras
de tamafio n y considerar las proporciones muestrales P como una variable aleatoria. A la
distribucion de la variable P descrita le llamaremos distribucién muestral de las proporciones

@

Musstral -~

Muestra 2

Muestra 3

Miestra K
"~

POBLACION

Propiedades
1. La media o0 esperanza de P coincide con la proporcién de la poblacién.

2. La desviacion tipica de P coincide con ,/ p_nq (siempre que la muestra sea con

reemplazamiento)
3. Si n> 30, teniendo en cuenta la aproximacion de la binomial por la normal, la distribucion

muestral de las proporciones se aproxima a una distribucion N(p, ,/ p_nq )

Ejemplo:

El 10% de las bolsas de pipas de una marca contiene menos peso del que anuncia. Se han
seleccionado al azar 400 bolsas a) ¢Cual es la distribucién que sigue la proporcion de envases
no completos de la muestra?; b) Halla la probabilidad de que en la muestra haya mas de 50
bolsas de pipas con menos peso del anunciado.

A) n=400>30, p=10%=0"1 P sigue una distribucion N(0’1, /222 »=N(0’1, 0°015)

B) P(més de 50 boIsas):P(f’>50/400):P(f>>0’125):P(Z>%):P(Z>1’67):
=1-P(Z<1°67)=1-0"9525=0"0475. Es decir, hay una probabilidad de 4’75% de que en la

muestra haya mas de 50 bolsas con peso inadecuado.

3. Distribucion de la diferencia de las medias muestrales

Supongamos ahora que tenemos dos poblaciones de tamafios N; y N, respectivamente y que
extraemos de cada una de ellas todas las muestras aleatorias de tamafios n, y n,. Para la
primera poblacion tendriamos una media muestral X; y para la segunda una media muestral X
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Consideremos la variable aleatoria que se forma restando ambas variables,se llamara diferencia
de las medias muestrales y se denota por: Xi- X,

G
@ V. N\ \,%(m
Aﬂueﬂrax f”'j& Cf? Muestra 1 \

( Liz | 'l
i Muestra 2
Muestra 2 X12-Xzz

s —
X13-Kes 6“ Muestra 3
Muestra 3 X|3> RN ol
I'-.-1uestra[:(th Xi-Xau /—;\ Muestra K /
)<A \ / [ Ea -
ST lk__/

Xli

"

Distribucion muestral de

POBLACION 1 Diferencia de Medias

POBLACION 2
PROPIEDADES

Siempre que las poblaciones de las que se extraigan las muestras sigan distribuciones normales
de medias 11 Y w2 Yy desviaciones tipicas o1 y o2, respectivamente, o también en caso de que
las muestras se extraigan de poblaciones que no siguen una distribucién normal pero el tamafio
de ambas muestras: n; y n,, es mayor que 30 se verifica que:

La distribucién de las medias muestrales sigue una distribucién normal de media i1 - u2y

a2 a5 of
desviacion tipica | 1y, + 715 : X1 - X2 =N(u1 - 2, | 71y + nz )

Ejemplo:
Si dos poblaciones se distribuyen con medias 40 y 30 y desviaciones tipicas 4 y 3,
respectivamente, ¢cual es la distribucion de las diferencias de las medias muestrales para
muestras de tamafio 36 extraidas de esas poblaciones? ;Cudl es la probabilidad de que la
diferencia sea mayor que 8?
Los tamafios de las muestras son n;=n,=36>30. Las poblaciones tienen unas medias y
desviaciones tipicas de: u1=40, 4,=30; ¢1=4, 6,=3. Por tanto:

Xz - X1 =N(40-30, /52 + = )=N(10, 5/6)
P(X, - X; >8)=P(Z> 85 /61)0) =P(Z>-2'4)=1-P(Z<-2"4)=1-(1-P(Z<2’4))=P(Z<2’4)=0"9918
EJERCICIOS RESUELTOS : I DISTRIBUCIONES MUESTRALES
(solucidn al final del tema)
1. Las estaturas de 1200 estudiantes de un centro de ensefianza se distribuyen normalmente
con una media de 1°72m y desviacion tipica 0’09. Si se toma al azar una muestra de 36
estudiantes calcular: a) la probabilidad de que la media sea inferior a 1’75m. b) la probabilidad
de que la media esté entre 1’68my 1’73 m
2. Una méaquina fabrica piezas de precision. En su produccion habitual, fabrica un 3% de
piezas defectuosas. Un cliente recibe una caja de 500 piezas procedentes de esa fabrica.
Calcular la probabilidad de que: a)haya méas de un 5% de piezas defectuosas en la caja, b)haya
menos de 10 piezas defectuosas en la caja
3.La duracion de las llamadas de teléfono en dos departamentos de atencion al cliente sigue
una distribucién normal con desviacion tipica de 6 mn el el primero y 7 en el segundo. Con el
fin de estimar la diferencia de medias, se elige una muestra compuesta por 42 llamadas del
primer departamento y 38 del segundo.
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Si se anotan los tiempos medios de conversacion y se obtienen 16 y 14 mn, respectivamente,
¢cudl es la distribucion para la diferencia de medias muestrales?

4. El gasto bimensual en electricidad por familia en Espafia se distribuye segtin una ley normal
de media 142’32€ y desviacion tipica 8’5€. A) Halla la probabilidad de que una muestra de 25
familias, escogidas al azar, tenga un gasto medio de electricidad superior a 144’6€, b)Halla la
probabilidad de que una muestra de 100 familias, elegidas al azar, tenga un gasto medio de
electricidad superior a 144°6€

5. Una féabrica de chocolate ha fabricado 800 chocolatinas con un peso medio de 150gr y una
desviacion tipica de 20 gr. Calcula la probabilidad de que una muestra de 80 chocolatinas,
elegidas al azar, tenga un peso total mayor de 12 kg y 400 gr.

6. Los pesos, em gramos, de los tornillos que fabrica una maquina se distribuyen seguin una
variable N(100, 8). Se toman muestras de 25 tornillos. Calcular la probabilidad de que una
muestra elegida al azar tenga un peso medio mayor de 101’5 gr.

7. De una poblacién de 120 alumnos hay 48 que tienen 2 0 mas hermanos. Si se toma una
muestra al azar de 40 alumnos ¢Cudl es la probabilidad de que haya mas de un 55% de
alumnos con 2 0 mas hermanos?

8. En un saco mezclamos judias blancas y pintas en la relacién de 14 blancas por cada pinta.
Extraemos al azar un pufiado de 100 judias, ¢cual es la probabilidad de que haya entre 5y 10
judias pintas en el pufiado?

9. Las pruebas de control de calidad para un modelo A de bombillas ha determinado que su
duracion, en horas, sigue una distribucion N(4000, 270), mientras que para otro modelo B la
duracion sigue una N(3900,280). Si se toman muestras, al azar, de 50 bombillas de cada uno
de los modelos, halla la probabilidad de que la diferencia de medias de las duraciones de las
bombillas de cada modelo sea inferior a 50 horas

10. Uno de los principales fabricantes de televisores compra los tubos de rayos catddicos a
dos compafiias. Los tubos de la compafiia A tienen una vida media de 7.2 afios con una
desviacién estandar de 0.8 afios, mientras que los de la B tienen una vida media de 6.7 afios
con una desviacion estandar de 0.7. Determine la probabilidad de que una muestra aleatoria de
34 tubos de la compafiia A tenga una vida promedio de al menos un afio méas que la de una
muestra aleatoria de 40 tubos de la compafiia B.

ESTIMACION DE PARAMETROS

El objetivo principal de la estadistica inferencial es la estimacion, esto es que mediante el
estudio de una muestra se quiere generalizar las conclusiones al total de la poblacion.
Normalmente los pardmetros poblacionales no son conocidos y hemos de estimarlos a partir
de los parametros muestrales.

Se denomina estimador a un valor que puede calcularse a partir de los datos muestrales y
que proporciona informacion sobre un parametro de la poblacion. Por ejemplo: la media
muestral es un estimador de la media poblacional, la proporcion observada en la muestra es
un estimador de la proporcion en la poblacién, etc.

Existen dos formas distintas de realizar estas estimaciones: puntuales o por intervalos.

1. Estimacion puntual

Consiste en estimar para la poblacion el mismo resultado obtenido para la muestra

Ejemplo 1: Queremos estimar la duracion media de las baterias fabricadas por una
determinada empresa, para ello tomamos una muestra de 150 baterias observamos su duracién
y calculamos la media muestral que resulta ser de 8277 horas de uso. Concluimos que 8277 es
la duracion media de todas las baterias fabricadas.
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Ejemplo 2: Deseamos conocer la proporcidn de conductores que superan la velocidad méaxima
permitida en un punto concreto de una autopista. Tomamos una muestra de 300 conductores y
observamos que el 22% de ellos supera esa velocidad, estimamos entonces que el 22% de
todos los conductores superan el limite de velocidad en dicha autopista o bien 0’22 si lo
escribimos en términos de proporcion.

2. Estimacion por intervalos de confianza.

Los estimadores puntuales tienen un valor diferente segln la muestra elegida, no podemos
conocer el grado de precision de la estimacion que estamos realizando y, por tanto, la
estimacion realizada puede resultar poco fiable.

Para evitar este problema podemos estimar no el valor concreto de dicho parametro sino un
posible rango de valores o intervalo, en el que se encontrara el pardmetro con una
probabilidad, o nivel de confianza, prefijado.

Por ejemplo, imaginemos que queremos conocer la vida media de los focos fabricados por una
empresa. Para ello, elegimos una muestra de 30 focos y calculamos la vida media de esa
muestra, obteniendo una duracion media de 780 horas.

Si realizamos una estimacion puntual: asignar esas 780 horas como media de duracion para
todos los focos fabricados, sabemos que ese parametro resultaria diferente si hubiésemos
elegido otra muestra distinta. Resulta més Util calcular dos valores entre los que se encontraré
dicha duracién media con un nivel de confianza prefijado de antemano. En nuestro ejemplo,
podriamos decidir buscar un intervalo en el que se encontrase la vida media de los focos con
un nivel de confianza del 95%. Una vez hechos los célculos, encontrariamos que ese intervalo
es (765,795). Es decir, podemos esperar que la vida media de todos los focos fabricados esté
comprendida entre 765 horas y 795 horas con un nivel de confianza del 95%. O lo que es lo
mismo, si elegimos 100 muestras de tamafio 30 y para cada una de ellas calculamos el
intervalo de confianza resultante, acertaremos en nuestro pronostico 95 de las 100 veces.

A lo que acabamos de hacer le llamamos estimacion por intervalos de confianza. Vamos a
explicar el método que seguimos para llegar a las conclusiones de nuestro ejemplo.

Definiciones
Llamamos Intervalo de confianza al intervalo que contiene al pardmetro que se esta
estimando con una probabilidad o nivel de confianza prefijado.

Nivel de confianza es la “probabilidad™
de que el intervalo calculado contenga al
verdadero valor del pardmetro.

Se indica por 1-a y normalmente se da en
términos de porcentaje (1-a,)% (en el
ejemplo de los focos seria 95%, por lo que
0=005). Le llamamos nivel de confianza y
no probabilidad porque una vez extraida i L~
una muestra, el intervalo de confianza = o Xarz
puede contener o no al verdadero valor del

parametro, lo que sabemos es que si repitiésemos el proceso con muchas muestras el (1-a.)%
de los intervalos asi construidos contendrian al verdadero valor del pardmetro.

Llamamos nivel de significacion al valor de a. Representa la probabilidad de equivocarnos
al estimar que el parametro se encuentra en ese intervalo de confianza.

|
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Como es logico no tiene sentido hallar intervalos de confianza con “poca confianza”, los
valores mas comunes son: 90%, 95% y 99%.

Intervalos de confianza para la media de una distribucion normal con desviacion tipica
conocida.

En una poblacién desconocemos la media, u, y queremos estimarla, a partir de la media xde
una muestra, con un nivel de confianza 1-a.
Recordemos que la distribucion de medias muestrales X sigue una distribucién normal cuya
media coincide con la de la poblacién y cuya desviacidn tipica es %; . Por lo tanto la

al \/_
Recordemos también que hemos visto en el tema de probabilidad como calcular los valores
criticos z.s,, para un determinado nivel de confianza, verificandose que
P(—Za/z <Z <Za/2):1 —a.
Aplicando ambos resultados obtenemos:

variable normalizada Z— seguiré una distribucion N(0,1).

P( Zap < /\/_<Za/2) 1- a:>P( Za/QO'/\/_<X ,u<Za/20'/\/_) l-a=

P(X —Zgp.0l N <u < X +24p.0l/N)=1-a
Hemos obtenido el intervalo que contiene a la media poblacional con un nivel de confianza
Ne=1-a: le=(X=2zyp.alyn, X+242.0l/N)

A la expresion E= z,,.a/ /n se le denomina margen de error y en ocasiones se expresa en
tanto por ciento. Obsérvese que se trata del radio del intervalo.

Tamafo de la muestra Para determinar el tamafio de la muestra, se puede fijar el error
maximo admisible y el nivel de confianza 1 —a, a partir de esos datos podemos despejar n en la
formula anterior para calcular el tamafio minimo que debe tener la muestra para que se

. Zu/2.0 Zu2.0\?
cumplan esas condiciones: E= z,,.0/./n = /N = “’é =n= (%)

NOTA: el valor critico z,;, asociado al nivel de confianza 1-o. verifica que
P(=Zup < Z <242)=1 - a. Fijandonos en el significado
grafico vemos que entonces P(Z<z,2)=1 —% pues

P(Z<Za/2) l1-a +§ =1- E

No tenemos mas que usar las tablas para determinar dicho

valor critico.

Ejemplo:Se desea estimar la media del tiempo empleado

por un nadador en una prueba olimpica. Para ello, se cronometran 10 pruebas, obteniéndose
una media de 41,5 minutos. Sabiendo por otras pruebas que la desviacion tipica de esta
variable para este nadador es de 0,3 minutos

a) Obtener un intervalo en el que se encuentre la media del tiempo empleado por el nadador
con un nivel de confianza del 95%.

b) ¢Cuantas pruebas habria que cronometrar para que el margen de error en la estimacién de
la media fuese inferior a tres segundos. (Suponemos que la variable que mide el tiempo del
nadador sigue una distribucion normal.)

a) Del enunciado del problema se desprenden directamente los siguientes datos:

X=415.6=0'3.n=10; 1-a=95%=0"95
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En primer lugar buscamos z,, para el
nivel de confianza del 95%. Dado que

dentro del intervalo (=z,2, Z.2) ha de / LY

quedar el 95% de la poblacion, fuera de # 055 \

él estaré el 0°05% y como el porcentaje i %

que queda a la derecha y a la izquierda ___— 0025 D025 ™S~
del intervalo ha de ser el mismo, o ‘o 158

P(Z>z,2)=0’025. Por tanto, -
P(Z<z,,)=1-0025=0975.
(también podria utilizarse la formula de la nota anterior para llegar a este resultado)

Buscando ahora en las tablas de la N(0,1) encontramos que el valor critico es z,,=1"96
En consecuencia, el intervalo de confianza para la media de tiempo del nadador sera:
’ 03 4 ! 03 4y _ ! !
(41°15-—5-.1'96,41'15 + —7-.1'96) = (41'314, 41'686)
También se puede expresar asi: Se estima que la media es 41,5 mas menos un margen de error
del 18,59%. (Recordemos que el margen de error cometido en la estima es el radio del

: .. 03 ! _
intervalo, es decir ﬁ.l 96 =0,1859)

b) Nos piden el tamafio de la muestra para que, en las mismas condiciones, el margen de
error sea inferior a 3 seg, es decir 0,05 minutos. El margen de error venia dado por la
expresion: z,,.a/ /n , en nuestro caso %.1’96, por tanto hemos de calcular n para que

o?/n3.1’96<0’05 . Despejando n obtenemos: o?;3.1’96 <0'05=0'588<0'05,/n =

> % < /n =>11'76 < /n y elevando al cuadrado se obtiene: n>138,29.
Es decir, para obtener un error inferior a 0,05 minutos, deberemos tomar una muestra de al
menos 139 pruebas.

NOTA:

Como es evidente, en la estimacion por intervalos de confianza un dato importante es el
tamafio de la muestra. Parece claro que, a igual nivel de confianza, cuanto mayor sea el
tamafio de la muestra menor sera el radio del intervalo de confianza, puesto que el valor
obtenido en la muestra se acercard mas al valor real de la poblacion y por tanto el margen de
error cometido (radio del intervalo) se hard mas pequefio.

Si el tamafio de la muestra permanece constante y variamos el nivel de confianza, el radio del
intervalo serd mas grande cuanto mayor sea dicho nivel. Es decir, el margen de error sera mas
grande cuanto mayor sea la precision exigida.

Ejercicios resueltos

1. En una encuesta se pregunta a 10 000 estudiantes de Bachillerato sobre su consumo de
refrescos semanal, encontrandose una media de 5 botes, con una desviacion tipica de 2 botes.
a) Halla los intervalos de confianza para la media 80% y al 95% de probabilidad.

b) Si aceptamos un error de 0.25 botes para la media de la poblacién, con una fiabilidad de
0.8, ¢a cuantos estudiantes es necesario entrevistar? ;Y si queremos un nivel de confianza
del 90%?

Solucién:

A) n=10 000; X=5; 6=2
Para el 80% : comenzamos hallando el valor critico z,,; 1-0=0"8= a =0'2 y a/2=0"1

P(Z<zy2)=1- % =1-0'1=0"9=7,,,=1285.
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5 2 b 2 b b
Intervalo de confianza (5-1’285.——=——,5+1°285.—=—")=(4"9743,5°0257
( 10000 10000 = )
Para el 90%: comenzamos hallando el valor critico z,; 1-a=09= a =0"1y a/2=0’05
P(Z<z47)=1-+5 =1-0'05=0"95>2,,=1"645
2 b 2 b b
Intervalo de conflanza 5-1'645.—=——,5+1’645.—=—)=(4"9896, 5’0104
( 10000 , 10000 = )
B) Para el 80% : 1’285.% <025 > (102,%%2) <n = 1056784 < n Luego hemos de

tomar una muestra minima de 106 alumnos
an 2 , 1'96.2\° ,
04 —& = JU.&
Para el 90%: 1°96. R <025=> ( 008 ) <n = 245'86 < n Luego hemos de tomar una
muestra minima de 246 alumnos

2. En una de las pruebas de acceso a la Universidad, la variable "puntuacion obtenida en la
materia de Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales 11" se distribuye normalmente con
una desviacién tipica de 1,38. En una muestra de 50 alumnos se ha medido la misma
variable y el valor obtenido para la media es de 4,93 puntos. Halla un intervalo de confianza
para la media poblacional con una confianza del 92 % y explica el significado de este
intervalo.

Solucion:

Sea X = puntuacién obtenida en MCS 11. Se tiene que X es N (g, 1.38)). Ademas, tenemos
los siguientes datos:n=50; X =4.93; 1-a=0’92= a =008 = a/2=0'04
P(Z<z,,)=1-0"04=0"96. Buscando en las tablas z,, =175 Por tanto el intervalo es:

(4793-1'75. ji8 4793+1'75. L% - =)= ((4.5885, 5.2715)

El intervalo obtenido 5|gn|f|ca que en el 92% de las posibles muestras de tamafio 50, la media
de la nota en MCS Il esté en el intervalo (4.5885 , 5.2715)

3. El gasto mensual (en euros) de una familia en electricidad, para las familias de una cierta
ciudad, sigue una distribucién normal de media desconocida y desviacidn tipica 25 euros.

a) A partir de una muestra de 100 familias de esa ciudad, se estableci6 el intervalo (45,55)
como intervalo de confianza para el gasto medio mensual, por familia en electricidad. ;cudl es
el valor de X ? ¢con qué nivel de confianza se construyo el intervalo?

b) ¢Qué numero de familias tendrias que seleccionar para que el nivel de confianza del
intervalo anterior sea del 97%?

c) ¢Qué numero de familias tendrias que seleccionar, como minimo, para garantizar, con un
nivel de confianza del 99 %, una estimacion de ese gasto medio con un error no superior a 3
euros?

Solucion

a) El intervalo que nos dan (45,55) esté centrado en la media X y por tanto esta sera
(45+55)/2=50. Veamos ahora con qué nivel de confianza 1-a se construyo el intervalo.

Sabemos que 45=X — 2.0/ /n = 45=50-7,:, ; Vamos a despejar 2,

25 25
45=50-2pp——=—==>-B=-Zyp. = DIz =5 =2.
* /100 “ 100 T 25

Sabemos que P(Z<z,,)=1- %, buscando en las tablas :
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P(Z<z.»)= P(Z<2)=0"9773=1 - %, despejando a=0’0454y el nivel de confianza serd
1-a=1-0"054=0"9546. Es decir, 95’46%

b) Nos piden que calculemos n para que el intervalo (45,55) tenga un nivel de confianza del
97%. Entonces:

1-0=0"97= a=0'03 = a/2 =0'015 . P(Z<z.p)= 1———1 0°015=07985, buscando en las

tablas z,, =217
Sabemos que el radio del intervalo, en nuestro caso 5, es igual a z,,.a/./n . ES decir:

5=2'17. i% Jn = 21—225 =10'85=>n=117'25, como el nimero de familias ha de ser
entero hemos de tomar 118 familias.
c) En primer lugar hemos de calcular z,, para 1-a=099

1-0=0"99= a =0'01 = a/2 =0'005 . P(Z<z.)=1 - ——1 0°005=07995, buscando en las tablas
Z42=2"575

A —n 25
El error ser& E=2’575. n <3= 3

de coger por lo tanto 461 familias.

/ ! 2
2575.25 _ o (257—:)?%) <n = 460'46 < n Hemos

Intervalos de confianza para la proporcién

Supongamos ahora que queremos estimar la proporcion de individuos de una poblacién que
cumplen una determinada caracteristica a partir de la proporcion de los que la cumplen en una
muestra de tamafio n y con un nivel de confianza 1-a.

Sabemos que las proporciones con tamafios muestrales n >30 siguen distribuciones normales

con media p y desviacion tipica ,| p_nq siendo g=1-p. P = N(p, ,/ p_nq )

. - P-
Entonces la varible tipificada Z= 5 g
yno
Como no disponemos del valor de p tenemos que estimarla de forma puntual mediante la
proporcion muestral obtenida:p

seguiré una distribucion N(0,1)

~

P-
De este modo, por la definicion de intervalo de confianza la P(—z,, <—— P <zap)=l-a=

pa
n
P(=Zarz | p_nq <P - p<zuz)=1-a =P(P a2 | qu <p<P+ Zai2-y p_nq y=1-a

Hemos obtenido el intervalo que contiene a proporcién poblacional con un nivel de confianza

N, = 1-a: I =(P zam/ P+ 2. \/ )

a expresion E= z,,./ p_nq se le denomina margen de error y en ocasiones se expresa en tanto

por ciento. Obsérvese que se trata del radio del intervalo.

Tamafo de la muestra Para determinar el tamafio de la muestra, se puede fijar el error
maximo admisible y el nivel de confianza 1 —a, a partir de esos datos podemos despejar n en la
formula anterior para calcular el tamafio minimo que debe tener la muestra para que se

. VP p.a
cumplan esas condiciones: E=z. = /N =24 E =N=|Zw~ g
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Ejemplos

1.Para saber qué proporcion de alumnos de la ESO tienen teléfono mévil con conexién de
datos se selecciona una muestra de 500 alumnos, de ellos contestan afirmativamente 225.
¢Cual es el intervalo de confianza para la proporcién de los alumnos que tienen mavil con
conexién de datos, con un nivel de confianza del 95%?

Solucién
En primer lugar hemos de hallar la proporcion en la muestra p= 225/500=0’45; por tanto
§=1-0’45=055; n=500
Ahora tenemos que calcular el valor critico z,, para un nivel de confianza 1-a=0"95;
P(Z<zyp) =1-5=1- % =1-0'025=0'975 Buscando en las tablas hallamos z,,=1"96
Por tanto el intervalo de confianza para la proporcién que nos piden sera:

~ 0. ~ 0. 1 1 1 1
le =(P ~Zus \/Enq B za,z./znq y=(0°45-1°96. | 242055 0454196, | 042099 )=
=(0°4064, 0°4936)
2. En una encuesta hecha por los alumnos y alumnas de un Instituto a un total de 100 votantes elegidos
al azar en su Ayuntamiento, se indica que el 55% volveria a votar por el alcalde actual.
a) Calcular un intervalo de confianza al 99% y otro al 99,73% para la proporcion de votantes
favorables al alcalde actual.
b)¢Cuales deben ser los tamafios muestrales en el sondeo para tener, con los mismos niveles de
confianza, la certeza de que el alcalde actual salga reelegido por mayoria absoluta, en el caso de
arrojar la encuesta los mismos resultados?
Solucion
N=100; p=0'55; §=0'45
a) Para calcular el intervalo de confianza para el 99% hallamos primero z,,, para el nivel de
confianza 1-a=0’99;
P(Z<Zop) = 1-4 =1-22L = 1-0'005=0'995 Buscando en las tablas hallamos
Z,2=2"57
Por tanto el intervalo de confianza para la proporcién que nos piden sera:

1o =(P 24 /Enq B Za/z.\/znq y=(0'55-2'57. | 222045 5557, | 052045 )
=(0’422, 0’677)

Para un nivel de confianza del 99°73%: P(Z<z,;) = 1-

=1- sz =1-0'00135=0'99865 Buscando en las tablas hallamos z,,=2"98

Por tanto el intervalo de confianza para la proporcién que nos piden sera:

5 'Pa 5 /PO _ v oge [055.045 uer.osga | 0/55.0'45
le =(P—zu2 n P+Zuzy )=(0’55-2"98. 100 0°55+2798. 100 )=
=(0’401, 0°698)

B) Nos piden el valor de n condicionado a que todos los valores del intervalo de confianza sean

superiores a 0,5 (mayoria absoluta), es decir que, dado que la media muestral es 0,55, el radio
del intervalo ha de ser necesariamente menor que 0,55-0,5 = 0,05.

D ! !
Por tanto, en el caso del nivel de confianza del 99% E=z,,., p_nq =2'57. 055—nO45 <005,

despejando n resulta n>653’8, es decir hemos de tomar una muestra de al menos 654 personas.
En el caso del 99°73% se hace igual resultando n>891 personas.
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Intervalos de confianza para la diferencia de medias

Supongamos que tenemos 2 poblaciones que se distribuyen normalmente con desviaciones tipicas

o1 Y o2 conocidas y cuyas medias respectivas w1 Y w2 son desconocidas. Supongamos que tomamos
una muestra de tamafio n; de la primera poblacion y obtenemos para dicha muestra una media X; .
Asimismo, tomamos una muestra de la segunda poblacion de tamafio n,, obteniendo para ella una
media X3. ¢cOmo podemos estimar la diferencia de las medias poblacionales a partir de estas muestras,
con un nivel de confianza prefijado 1-a?

Recordemos que la diferencia de las medias muestrales sigue una distribucién normal :
ot a3
N(u1—pu2, T, ) por similitud a lo explicado en los intervalos de confianza para la media y

(_Xl _22)_(,“1 —l2)

para la proporcién, la variable tipificada Z= sigue una distribucion N(0,1) vy,

of b
1t
(X, =Xa2) = (u1—u2)
por la definicién de intervalo de confianza, P(-zu2< L - - <Zu)=1-a; en
J1 93
1t

consecuencia, despejando como lo hemos hecho en las dos situaciones anteriores,

I — o2 o2 - S o2 o3 . .
P((X| = X2)Zany 17 + 75 <(u1 —12)<(X; — X2)+Zay 7 + 15 )=1-0. Es decir, el intervalo de
confianza para la diferencia de las medias muestrales, con un nivel de confianza 1-a sera:

= o, [A A = g [d 4
(Xy = Xo)Zarymy + 77+ (Xy = Xo)H2ay my + 77 )

Ejemplo: En un hospital se realiza un estudio sobre la influencia del tabaco en el peso de los recién

nac Muestra Peso medio Desviacion tipica
'Sdo recién nacidos

S'e Mujeres no fumadoras n,=300 X1=3"6 Kg g1=05
con_Mujeres fumadoras n,=220 X2=32 Kg 02=0'8

sideran 2 grupos de mujeres embarazadas: fumadoras y no fumadoras y se obtienen los siguientes datos
sobre el peso de sus hijos:

Decidir como influye que la madre sea fumadora en el peso de su hijo al nacer, utilizando un nivel de
confianza para la diferencia de las medias del 95%

Solucion:

En primer lugar calculamos el valor critico z., para dicho nivel de confianza.

(Z<zup) =1-5=1- % =1-0'025=0'975 Buscando en las tablas hallamos z,,,=1"96
Luego el intervalo de confianza para la diferencia de las medias sera:

((3°6-3'2)-196, 95 + 955 (3'6-3"2)+1'96,/ 25 + 227 )=(0"28,0'52)
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Interpretacion del resultado: La diferencia de medias esta en el intervalo (0’28, 0°52); es decir, hay una

diferencia positiva entre los pesos de los bebés 0°28<u; —u» < 0'52)
Asi, el peso medio de un bebé de una madre no fumadora supera como minimo en 0’28 Kg y como
méaximo en 0’52 Kg al de un bebé de madre fumadora, con un nivel de confianza del 95%
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EJERCICIOS RESUELTOS: Il INTERVALOS DE CONFIANZA

(solucién al final del tema)

11. El nimero de dias de permanencia de los enfermos en un hospital sigue una ley normal de
media p dias y desviacion tipica 3 dias.

a)Determinar un intervalo de confianza para estimar p a un nivel del 97%, con una muestra
aleatoria de 100 enfermos cuya media es 8’1 dias.

b)¢Qué tamafio minimo debe tener una muestra aleatoria para poder estimar p con un error
maximo de 1 dia y un nivel de confianza del 92%?

12. El tiempo diario que los jovenes pasan ante el televisor sigue una distribucion normal con
desviacion tipica 20 minutos. Una muestra aleatoria de 100 chicos ha dado un tiempo medio
de 170 minutos.

a)obtener el intervalo de confianza del 90% para el tiempo medio que los jévenes pasan ante el
televisor. b)¢,qué tamafio minimo debe tener la muestra si deseamos que el error cometido al
estimar la media con un nivel de confianza del 99% no exceda los 0’5 minutos?

13. Para efectuar un control de calidad sobre la duracién en horas de un modelo de juguetes
electrdnicos se elige una muestra aleatoria de 36 juguetes de ese modelo obteniéndose una
duracion media de 97 horas. Sabiendo que la duracién de los juguetes electrénicos de ese
modelo se distribuye normalmente con una desviacion tipica de 10 horas,

a) encontrar el intervalo de confianza al 99,2% para la duracion media de los juguetes
electrdnicos de ese modelo. b) Interpretar el significado del intervalo obtenido

14. El coeficiente intelectual de los individuos presentes en una sala puede suponerse que
sigue una distribucién normal de media p y varianza igual a 81

a)¢cuénto vale p si sabemos que solo un 10% de las personas en la sala sobrepasa un
coeficiente intelectual de 105?

En los dos siguientes apartados supondremos que p = 95:

b)elegida una persona al azar de la sala, ;cudl es la probabilidad de que su coeficiente
intelectual esté entre 86 y 1077 c)elegimos 9 personas al azar de la sala y calculamos la media
de sus coeficientes intelectuales, ;cudl es la probabilidad de que esa media esté entre 86 y 107
15. El peso de los usuarios de un gimnasio tiene una media desconocida y una desviacion
tipica de 5.4 kg. Tomamos una muestra aleatoria de tamafio 100, obteniendo una media de 60
kg. a) Calcula con un nivel de confianza del 95 % el intervalo de confianza para el peso medio
de todos los usuarios. b) Interpreta el significado del intervalo obtenido.

c) Se realiza la siguiente afirmacién: “peso medio de un usuario de ese gimnasio esta
comprendido entre 58,5y 61.5 kg. ¢(Con qué probabilidad esta afirmacion es correcta?

16. Se sabe que el nivel medio de protombina en una poblacién normal es de 20 mg/100 ml de
plasma, con una desviacion tipica de 4 mg/100 ml. Se toma una muestra de 40 individuos en
los que la media es 18.5 mg/100 ml. ¢Es la muestra comparable con la poblacién, con un nivel
de significacion de 0.05? NOTA: la muestra es comparable con la poblacién con un cierto
nivel de confianza si la media pertenece al intervalo de confianza obtenido para ese nivel.

17. En un pais se selecciona aleatoriamente una muestra de 900 personas. A la salida de los
colegios electorales se les preguntd si habian votado al partido X y 289 contestaron que si y el
resto que no. Determinar un intervalo que nos de el porcentaje de votos del partido X con un
nivel de confianza del 95%, explicando los pasos realizados para su obtencion.

18. En una poblacion, por cada persona que fuma 4 no lo hacen. Calcular el tamafio minimo
que debe tener una muestra de dicha poblacion para que, con un nivel de confianza del 95%, la
proporcion muestral y la poblacional no difieran en mas de 0°04. Explicar los pasos seguidos
para obtener la respuesta.

CONTRASTE DE HIPOTESIS
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Si sospechamos que una moneda ha sido trucada para que se produzcan mas caras que cruces
al lanzarla al aire, podriamos realizar 30 lanzamientos, tomando nota del nimero de caras
obtenidas. Si obtenemos un valor demasiado alto, por ejemplo 25, considerariamos que el
resultado es poco compatible con la hip6tesis de que la moneda no esté trucada, y
concluiriamos que las observaciones contradicen dicha hipétesis.

En esta seccion vamos a ver como, a partir de los resultados obtenidos en las muestras,
podemos aceptar o rechazar determinadas hipotesis que suponemos cumple un parametro de
la poblacion.

Ejemplo: hace 10 afos se realizd una muestra sobre la altura de los varones espafioles
obteniéndose que esta se distribuia normalmente con media 170cm y desviacion tipica 10 cm.
En la actualidad se ha tomado una muestra a 100 varones adultos resultando que la media es
de 173cm. ¢Podemos afirmar, con un nivel de confianza del 99% que la media ha aumentado
0, por el contrario, debemos rechazar esa hip6tesis?

Las hipotesis son afirmaciones que involucran al total de la poblacién, por lo que su verdad o
falsedad solo puede garantizarse evaluando a todos los individuos que la componen. Para
aceptarla o rechazarla, a partir de los resultados obtenidos en las muestras, se utilizan
procedimientos estadisticos que determinan la probabilidad de que esos resultados sean
compatibles con la hipétesis establecida. Si es altamente improbable que, de ser cierta la
hipdtesis, se hubiesen producido los resultados obtenidos la rechazaremos. Si no es asi,
aceptamos la hipétesis al no existir razones para pensar que no es cierta.

Un contraste o test de hipdtesis es el procedimiento estadistico mediante el cual decidimos la
aceptacion o rechazo de la hipotesis.
Ejemplo: Producimos un componente electronico cuya resistencia X sigue una distribucion
con media u = 20Q(ohmios) y desviacién tipica o = 0'5Q2 Por razones imprevisibles el
proceso se desajusta a veces produciendo un aumento o disminucién de la resistencia media de
los componentes sin variar la desviacion tipica. Para contrastar si en cierto momento el
proceso se ha desajustado, se toma una muestra de tamafio n=5 componentes. Se mide la
resistencia de los componentes obteniendo los siguientes datos: x;=22’2; x,=21; x;=188;
X4=21’5; xs=20’5.
¢Podemos decir que el proceso se ha desajustado?
Si el proceso no se ha desajustado, al ser X(20,0’5) la distribucion de las medias muestrales
serfa X(20, %) ya que estamos tomando muestras de tamafio 5. Calculamos la media de la

22 2+21+1858+21 54205 — 20/8

muestra tomada: X =
Como podemos ver en la gréfica, 20’08 esta muy
alejada de la media. Para poder verlo formalmente
tipificamos la variable: 282 — 3'58. Es decir, se
encuentra a una distancia de més de 3 veces y
media la desviacion tipica. Por ello, podemos
pensar que la afirmacién de que el proceso se ha

20 20°08 desajustado es correcta.

Nosotros vamos a estudiar GUnicamente contrastes de hip6tesis para aceptar o rechazar una
hipétesis previamente emitida sobre el valor de un parametro desconocido de la poblacion.
Concretamente realizaremos contrastes de medias, proporciones y diferencias de las medias
poblacionales.
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Veamos a continuacion los principales conceptos relacionados con el contraste de hipotesis y
su relacion con los intervalos de confiana.

CONCEPTOS:

* Llamaremos hipdtesis nula, y la representaremos por Ho, a la hipétesis que se formula'y
que queremos contrastar para ser aceptarda o rechazarda. Se llama hipétesis alternativa, y
se denomina Hy, a la hip6tesis contraria a Ho, de tal forma que la aceptacion de la
hipdtesis nula implica el rechazo de la hipdtesis alternativa y viceversa.

Al formular la hipétesis nula debemos tener en cuenta que esta siempre debe contener una
igualdad. Es decir ha de ser de uno de los siguientes tipos: Ho=k; Ho<k: Ho>k

Ejemplo 1. Un médico afirma que la proporcidn de recién nacidos varones en un
determinado hospital es del 53%. La hip6tesis nula seria Ho=" proporcion p =0°53”

mientras que la hipétesis alternativa seria Hi= “ proporcion p#0,53”. En este caso, la
hipétesis alternativa se llama hipétesis alternativa bilateral porque considera los valores
menores y mayores que 0,53. ( es decir a ambos lados del eje OX)

Ejemplo 2: Una fabrica de conservas indica en su informacion al consumidor que el peso
medio de sus latas es de 1000 gr. Una asociacion de consumidores quiere aceptar o
rechazar esa proposicion. En este caso, como hipdtesis alternativa nos interesaria tomar
H:=“ peso medio menor de 1000 gr.” ya que si fuese mayor no haria mas que reforzar lo
que interesa al consumidor, por ello tomaremos como hipétesis nula Ho="pesos iguales o
mayores a 1000gr.”. H; es una hipotesis alternativa unilateral ( solo contendria los
valores que estan por debajo de 1000 gr., es decir a la izd del eje OX).

En resumen:

Ho=Kk Hixk Bilateral
Ho<k H,>k Unilateral derecho
Ho>k H.<k Unilateral izquierdo

* Eltest o contraste de hipotesis es el procedimiento que me permite decidir si debo
aceptar o rechazar la hip6tesis nula.. Debemos tener en cuenta lo siguiente:
v' El test no sirve para demostrar que Ho €s cierta
v’ El text sirve para decidir que, a partir de los datos de la muestra, no puede rechazarse
Ho , es decir que es aceptable suponer que Hy es cierta.
v' Sirve también para rechazar H, y aceptar H; cuando los valores muestrales difieren
mucho de los tedricos que se obtendrian de ser cierta Ho.
e Como en cualquier inferencia estadistica, podemos cometer errores al inferir los
resultados de la muestra a la poblacion. En los contrastes de hipotesis estos errores
pueden ser de dos tipos: Error de tipo I: es el que se produce al rechazar H, cuando en

H, es verdadera H, es falsa
Se acepta Ho Decision correcta | Error tipo Il
Se rechaza Ho Error tipo | Decision
correcta

realidad era verdadera. Error de tipo I1: es el que se produce al aceptar H, cuando en
realidad era falsa
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* Llamaremos nivel de significacion a a la probabilidad de cometer un error de tipo I. Es
decir o= P(RechazarH, /H, es verdadera). Llamamos nivel de confianza a la P(Aceptar
Ho /H, sea verdadera) que, evidentemente es igual a 1-o
A la probabilidad de cometer un error de tipo 11, P(aceptar Ho/H, es falsa), se le denota
por Llamamos potencia del contraste al valor 1-B= P(rechazar Ho/H, es falsa).

Cuando es necesario disefiar un contraste de hipotesis seria conveniente hacerlo de tal
manera que la probabilidad de ambos tipos de error fuesen lo mas pequefios posibles. Sin
embargo, con una muestra de tamaro prefijado disminuir la probabilidad del error de tipo
I, a, conduce al aumento de la probabilidad del error de tipo II, B. La Gnica manera de
disminuir los dos tipos de errores a la vez es aumentar el tamafo de la muestra, con el
consiguiente aumento de costes del proceso.

Usualmente, se disefian contrastes con valores de o. muy pegefios: 1%, 5% o0, como
mucho10%. Esto equivale a que los niveles de confianza, (1-a,), sean muy altos: 99% ,
95% 0 90% respectivamente.

* Una vez que hemos formulado la hipétesis nula y decidido el nivel de confianza con el que
queremos trabajar, es necesario encontrar un intervalo de valores dentro del cual es l6gico
que se pueda encontrar el pardmetro muestral si es cierta la hipotesis nula, a este intervalo
se le llama zona de aceptacion.

La zona critica o de rechazo esta formada por los valores que no serian aceptables que
tomase el pardmetro muestral si la hipotesis nula fuese cierta. Por tanto, si el valor del
parametro muestral perteneciese a esa region tendriamos que tomar la decisién de rechazar
la hipdtesis nula y aceptar, por el contrario, la alternativa.

Estas regiones se estableceran, como veremos mas adelante, mediante intervalos de
confianza segun un determinado nivel de significacion, prefijado de antemano, que delimita
las zonas de aceptacion y rechazo

Veamos estas zonas de forma gréfica para los dos tipos de contraste:

Region de rechazo

Contraste bilateral: Tendremos que Regiende no rechazo
encontrar dos valores,-z, y z,. que
verifiquen P(-2,2<Z<zy;)=1-a o2

“Egxi2 “af2
Unilateral derecho Unilateral I1zquierdo
Tendremos que encontrar un valor que Tendremos que encontrar un valor que
verifique P(Z<z,)=1-a verifique P(Z>z,)=1-a

rechazo

N[O,1]

rechazo

N[0,1]

Ry
. rechazo
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Los anteriores ejemplos graficos se refieren a distribuciones N(0,1) porque en el contraste de
hipétesis, como hicimos anteriormente en la estimacién de parametros por intervalos de
confianza, lo primero que haremos sera tipificar la variable de forma que los valores criticos
Za2 O Zo , SEQUN Se trate de contrastes bilaterales o unilaterales, se buscarén en las tablas de la
N(0,1)

Ejemplos:Se trabaja con la hip6tesis de que uno de cada 10 varones manifiesta algun tipo de
daltonismo. Elegidos 400 varones, 50 de ellos resultan ser daltonicos,

1.Se trabaja con la hipotesis de que uno de cada 10 varones manifiesta algin tipo de
daltonismo. Elegidos 400 varones, 50 de ellos resultan ser dalténicos. a)Plantea el contraste de
hipétesis correspondiente para decidir si la hipotesis de partida es cierta. b)Halla la zona de
aceptacion y rechazo de la variable tipificada, con un nivel de significacion del 5%, para
decidir si la hipotesis de partida es cierta?

Sol:a) Estamos haciendo una hip6tesis sobre la proporcion, que p=1/10=0’1. Por lo tanto el
contraste que plantearemos serd: Ho: p=0’1;

Hi: p¥0’1. Contraste bilateral.
b) a=0’05 = a/2 =0'025 y 1- a=0"95; como

vimos con anterioridad eso significa que 2=2,5% 95% 2=2,5%
P(Z<2.) = 0°95+0°025=0"975. . , '
Buscando en las tablas hallamos z,,=1°96 Zona de -1,96 acze%ntgc(iign L% zogade

2. Hace 10 afios, el consumo medio de electricidad al mes por vivienda en una ciudad era de
320KW. El afio pasado se tomé una muestra de 250 viviendas y se obtuvo un consumo medio
de 370 KW con una desviacion tipica de 80. a) Plantea el contraste de hipotesis
correspondiente para decidir si el consumo medio ha aumentado. B) Halla la zona de
aceptacion y rechazo de la variable tipificada, con un nivel de significacion del 1%, para
decidir si el consumo medio ha aumentado.

Sol: a) En este caso lo que nos interesa es 099

saber si el consumo ha aumentado o no. Si
el consumo medio es de 320 o menor
podemos concluir que no ha aumentado por

tanto nuestro contraste sera: Ho: 4 =320;
H,: #>320 Contraste unilateral

b)a=0701; 1-a=0"99

P(Z<z,)=1-0=099; buscando en las tablas
Z.=2"33

Reglén critica

Zona de

aceptacion

2’33

PASOS A DAR PARA REALIZAR UN CONTRASTE DE HIPOTESIS

1. En primer lugar debemos formular la hipo6tesis nula y la alternativa que seran objeto de
contraste. Ambas hipétesis pueden ser enunciadas para un contraste unilateral o bilateral

2. Determinar las regiones de aceptacion o rechazo, con un nivel de significacion o, para la
variable Z normal estandar. Ello conlleva calcular -z, y z,, si se trata de un contraste
bilateral o calcular z, si es un contraste unilateral y determinar después la zona en la que seria
aceptada la hipotesis nula y la zona en la que seria rechazada.

3.Determinar el estadistico apropiado para el contraste que dependera del pardametro que
estemos contrastando. Teniendo en cuenta lo estudiado anteriormente utilizaremos los
siguientes estadisticos:
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X1
al yn

Estadistico para la proporcién Z=

Estadistico para la media Z=

P-py

. . . . XX~ 1- X,-X
Estadistico para la diferencia de medias z=2222 e _ 42X

4, 4.7
N1 ™ n2 n1 ™ n2

medias la diferencia de medias poblacionales se considerara cero (u; —u»)=0)

(En la diferencia de

NOTA: Sabemos que las tres variables son N(0,1) por lo que podemos utilizarlas sin
problemas para el contraste.

4. Determinar el valor z, correspondiente a sustituir X, P, o (X, —X_) por la correspondiente
media, proporcion o diferencia de medias obtenidas de la muestra

5. Decidir si se acepta o se rechaza la hipdtesis en funcion de que el valor observado z,
pertenezca a la region de aceptacion o a la de rechazo.

Ejemplo 1:

Las estaturas de 16 alumnos/as de 2° de Bachillerato son: 156, 185, 193, 164, 186, 170, 168,
174,163, 157, 178, 168, 169, 172, 174, 180. Sabemos, ademas, que las estaturas del
alumnado de Bachillerato sigue una ley normal de media desconocida y desviacion tipica 8,44.
Sostenemos que la media poblacional es 171,51. Realizar el contraste de hipotesis para un
nivel de significacion del 5%. e interpretar el resultado.

Como no nos la dan debemos calcular previamente la media de la muestra

X — 156+18ig....+180 — 172/31

Vayamos al contraste de hipotesis:

1. La hipétesis nula vendra dada por Ho: ©=171°51; luego Hi: u # 171'51. Es un contraste
bilateral.

2. Calculamos los valores -z.» Y z,» para un nivel de significacion del 5%:

La regién de aceptacion sera P(-zo»<Z<Zy»)=1-a

a=0’05 = a/2 =0'025 y 1- a=0"95; como vimos con anterioridad eso significa que P(Z<z..)

=1-5=1- 0—35 =1-0'025=0'975 Buscando

en las tablas hallamos z,,=1'96 . En
consecuencia la region de aceptacion seré

) s , %2 5% 95% %o sy
(-1'96, 1°96) la de rechazo sera 2 7 2%
(—OO, _1/96) U (1/96! OO) zonﬁage' -1,96 zon'a Cle 1,96 zona de
3. El parametro sobre el que hacemos la rechazo aceptacion rechazo

hipdtesis es la media. La distribucion de medias
muestrales sigue una normal N(g, %), por tanto el estadistico que utilizaremos sera
7= X Mo X-171'51
al /n 8°44/,/16
4. Calculamos el valor de ese estadistico sustituyendo la media muestral por la obtenida en la
172’31 -171'51 I
rueba: Zo= =0'3791
P " 844116
5. Comprobamos si el valor de z, pertenece a la region de aceptacion o de rechazo:
0°3791€(-1°96, 1°96) que es la zona de aceptacion por lo que aceptamos la hipétesis nula.

, €n nuestro caso Z=
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Ejemplo 2:

Una encuesta a 64 profesionales de una institucion reveld que el tiempo medio de empleo en
dicho campo era de 5 afios, con una desviacion tipica de 4. Considerando un nivel de
significacion del 0.05, Suponiendo que el tiempo de empleo se distribuye normalmente, ¢sirven
estos datos para contrastar si el tiempo medio de empleo de los profesionales de esta
institucion esta por debajo de los 6 afios?

1. En este caso la hipétesis nula serd Ho: 1 < 6 y la hipétesis alternativa 4>6 Se trata por tanto
de un contraste unilateral

2. Calculamos la region de aceptacion para un nivel de significacion a=0’05
P(Z<Z,)=1-0=1-0"05=095, buscando en las tablas Z,= 1’645, por tanto la region de
aceptacion sera (—oo, 1'645)

3. El pardmetro sobre el que hacemos la hipétesis es la media. La distribucion de medias
muestrales sigue una normal N(u, Ln), por tanto el estadistico que utilizaremos seré

J/n
aln 4164

4. Calculamos el valor de ese estadistico sustituyendo la media por la obtenida en la prueba:

, €n nuestro caso Z=

20: 5—6 =
4164

5. Comprobamos si el valor anterior pertenecece a la zona de aceptacion. Como

-2 € (-, 1'645) aceptams la hip6tesis nulaes decir que la media sea igual o inferior 6 afios.

Ejemplo 3.

Al lanzar 5000 veces una moneda al aire salieron 3000 caras. ¢Se puede aceptar, con un nivel
de significacion del 0.04, que la moneda no esta trucada?

1. En este caso se trata de hacer un test de contraste de hipotesis sobre la proporcién. Si

queremos aceptar que la moneda no esta trucada la hipotesis nula seréd Hy: p=0’5y la

alternativa H;: p+0°’5, es por lo tanto un contraste bilateral.

2. Calculamos los valores -z.» Y z,» para un nivel de significacion de 0°04:

La regién de aceptacion sera P(-za,2</Z<za,2):1-oc; =004 = a/2=0'02 y 1- a=0"96; eso
0'04

significa que P(Z<z.p) =1-5=1- oo =1- 0'02=0'98

Buscando en las tablas hallamos z,,,=2’05 . En consecuencia la region de aceptacion sera
(-2’05, 2°05) la de rechazo (—e0,-2'05) U (2'05, o)

3. La distribucion de proporciones sigue una variable normal N(p, ,/ p_nq ) por tanto el
p-p, p-05 p-05
\/po-qo - 0°5.0’5. _0/0071

estadistico del contraste sera Z=

n 5000
4. Calculamos el valor de ese estadistico sustituyendo la proporcion por la obtenida en la
3000 ’
- 0 5 / /
—_5000 —06-05
prueba zo ==5in077 = 0oorz = 1408
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5. Como 14°08¢ (-2’05, 2°05) sino que pertenece a la regién de rechazo, se rechaza la
hipétesis nula. Es decir tenemos que aceptar, con un nivel de confianza del 96%, que la
moneda esta trucada.

Ejemplo 4

Un experto sostiene que si se celebran elecciones generales en este momento,

tan solo acudiria a votar el 48% de la poblacion. No obstante, en un sondeo electoral realizado
recientemente, entre 1500 personas, 800 de ellas tienen intencion de votar.

¢Supone esto, con un nivel de confianza del 99%, que el experto se equivoca y la

intencién de voto es mayor?

1.Se trata de nuevo de un contraste aceptar o rechazar un valor de la proporcién poblacional,
como queremos contrastar si el experto se equivoca, la hipotesis nula sera p>0’48 .

Por tanto: H,: p>0’48; H;: p<0’48 contraste unilateral.

2. Calculamos el punto critico P(Z>z,)=1-a=0"99=P(Z<z,) = 0'1.

Dado que esa probabilidad es menor que 0°5 el

i valor de z,, es negativo y no viene en las tablas.

3 Por la simetria de la distribucion normal P(Z<z,)
rechazo 1 :p(z>_za):0’1

N[0,1] 1  Eso es equivalente a escribir

P(Z<- z,)=0’9. Buscando en las tablas
encontramos que - z,=2’33, es decir z,=-2"33

z rechazo 1 En consecuencia, el intervalo de aceptacion es:
(=2'33, )

................

3. Elegimos el estadistico de contraste que en nuestro caso seria: por tanto el estadistico del

. __P-p, p-048 p-0'48

contraste sera 2= \/ Po-do B 0’48.0°52. B 0’0129
n 1500

una variable normal N(p, ,/ p_nq )

4. Calculamos el valor de ese estadistico sustituyendo la proporcion por la obtenida en la
800 ’
1500 — 0748
prueba zo :%:4’1318
5. Como 4’1318&(-2'33, ) aceptamos la hipdtesis nula. Es decir tenemos que aceptar, con
un nivel de confianza del 99%, que el experto se equivoca.

por seguir la distribucion de proporciones

Ejemplo 5:

En una ciudad se ha observado que la venta de discos se ha reducido en el Gltimo afio. El afio
pasado analizaron 25 tiendas y se registré una media de ventas de 1200 discos al mes, con una
desviacion tipica de 75, mientras que este afio se han estudiado 20 tiendas y la media ha sido
de 1150 discos al mes, con una desviacion tipica de 60. Plantea un contraste de hipotesis con
un nivel de significacion del 10%, para decidir si la venta de discos se mntiene o, por el
contrario, ha disminuido.
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1. Se trata ahora de plantear un contraste de hipétesis para la diferencia de las medias. La

hipétesis nula sera que la venta de discos se ha mantenido. Es decir, Ho: 111 — 2 = 0;

Hiu1 —uo # 0. Contraste bilateral

2. Calculamos los valores -z.» Y z,» para un nivel de significacion de 0°1:

La regién de aceptacion sera P(-za,2</Z<za,2):1-oc; a=0"1 = a/2=0'05y 1- a=09; eso
01

significa que P(Z<z,;) =1-5=1- & =1- 0'05=0'95

Buscando en las tablas hallamos z.,=1’645 . En consecuencia la regién de aceptacion seré

(-1°645, 1°645)

Xy —Xo)—(ui-p2)) (X, =X2) (X, =X2)
0_2 0_2 0_2 0_2 752 602
™+ Tt Vst

3. El estadistico del contraste sera: Z=

_ (Xl - XZ)
~ 20'1246
4. Calculamos el valor del estadistico sustituyendo los valores de la prueba:
7,=1200—1150 _ 5/4q
" 201246
5. Dado que 2’48¢(-1°645, 1°645) se rechaza la hipdtesis nula y hemos de aceptar la

alternativa. Es decir, con un nivel de confianza del 90% decidimos que la diferencia de medias
es significativa por lo que podemos deducir que la venta de discos ha disminuido en el Gltimo
afio.

Ejemplo 6:

Se quieren probar dos tipos de alimentos para los 50 pingtinos de un zoolégico cuyo peso se
distribuye normalmente. Se separan en dos grupos, uno formado por 30 pingiinos y otro por
20. Son pesados después de un mes y se obtiene, para el primer grupo un peso medio de 12 kg
y desviacion tipica de 0’5, y, para el segundo, un peso medio de 10 kg y desviacion tipica de
0°8. ¢Se puede afirmar, con el nivel de confianza del 96%, que estan mejor alimentados los del
primer grupo que los del segundo?

1. Se trata de un contraste de hipotesis para la diferencia de medias. La hipdtesis nula sera
que i1 > w2 0 lo que es equivalente Ho @ g1 —u2 >0 ; Hi uq —u2 <0 Se trata de un
contraste unilateral
2. Calculamos el valor z, para el valor de confianza 1-a=0’96: P(z>z,)=0"96=P(z<-z,)
buscando en las tablas - z,= 1’755 = z,=-1"755. Region de aceptacion (-1°755,c0)
(X, =X2) - (1 —p2)) _ (X, =X2) _

2 2 2 2

o1 9% o1, %2
n1'|'n2 n1'|'n2

3. El estadistico del contraste sera: Z=

_ X=Xy (X =Xy)
" o5z o8z 0'2008

(Los datos son: n; =30; X; =12 kg; o1 =0,5; n, = 20; X3 = 10

30 20
kg; o1 =0,8)
- . (12-10) _,
4. Calculamos el valor del estadistico sustituyendo los valores de la prueba:ZO:W:Q 96

5. Como 9°96¢(-1"755,), se acepta la hipotesis nula y podemos concluir, con un nivel de
confianza del 96%, que los del primer grupo estan mejor alimentados.

EJERCICIOS RESUELTOS: 11l CONTRASTE DE HIPOTESIS
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(soluciones al final del tema)

19. La empresa de transportes urgentes EI Rapido afirma en su publicidad que al menos el
70% de sus envios llega al dia siguiente a su destino. Para contrastar la calidad de este
servicio, la asociacion de consumidores selecciona aleatoriamente 100 envios y observa que 39
no llegaron al dia siguiente a su destino.

a) Con una significacion del 1%, ¢se puede aceptar la afirmacion de la empresa?

b) ¢Se concluiria lo mismo con un nivel de significacion del 8%?

20. Un informe de la Asociacién de Compariias Aéreas indica que el precio medio del billete
de avion entre Canarias y la peninsula Ibérica es, como maximo, de 120 €€ con una desviacion
tipica de 40. €

Se toma una muestra de 100 viajeros Canarias-peninsula Ibérica y se obtiene que la media de
los precios de sus billetes es de 128 €€

a) ¢Se puede aceptar, con un nivel de significacion igual a 0,1, la afirmacion de partida?

b) ¢Se concluiria lo mismo si el nivel de significacion fuera del 1%?

21. Se sabe que la renta anual de los individuos de una ciudad sigue una distribucion normal
de media desconocida y desviacion tipica 2000 € Se ha observado la renta anual de 35
individuos de esa localidad escogidos al azar y se ha obtenido un valor medio de 20 000 €
Contrasta, a un nivel de significacion del 5%, si la media de la distribucion es de 18 000 €

22. Se sabe que la duracién de una determinada enfermedad sigue la ley normal. Para la
curacion de dicha enfermedad se aplica un determinado antibiotico. Se desea comparar la
duracion de la enfermedad segun que al enfermo se le haya aplicado o no en otra ocasion
dicho antibidtico.

Observamos a 36 enfermos a los que no se habia aplicado anteriormente el antibiético y la
duracion media de la enfermedad ha sido de 12 dias, y a 35 enfermos a los que si se habia
aplicado y que han permanecido enfermos 15 dias. La estimacion comin de la varianza es 16.
¢Qué podemos afirmar acerca de la duracién de la enfermedad para un nivel de significacion a
=0,01?

23. Un 43% de la poblacion adulta de cierta ciudad sabia realizar el cambio entre euros y
pesetas correctamente. Mediante una campafa informativa se ha pretendido elevar ese
porcentaje y parece que se han cumplido sus objetivos a la vista del resultado de una encuesta
a 110 personas: de ellas, 55 sabian realizar bien tales operaciones. Sin embargo, hay quien
duda de la efectividad de la campaiia.

a) Plantea un test para contrastar que la campafia no ha surtido efecto frente a que si lo ha
hecho. Si se concluye que el porcentaje se mantuvo y realmente subio, ;como se llama el error
cometido?

b) ¢A qué conclusién se llega en el test planteado en el apartado anterior a un nivel de
significacion del 1%?

24. Un hospital esta probando dos tipos de medicamentos, A y B. Se toman dos grupos de
pacientes de 40 y 30 individuos para probar los tipos A y B, respectivamente. EI nimero
medio de efectos secundarios en el primer grupo fue de 3 con una desviacion tipica de 1,5, y
para los del segundo fue de 2 con desviacion de 2.

¢Se puede afirmar con el nivel de confianza del 90% que el primer medicamento provoca
menos efectos que el segundo?

EJERCICICIOS PAAU (solucion en el propio ejercicio, la mayoria no resueltos)
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2010

1. El peso en gr. de los pollos que llegan a un matadero sigue una distribucién normal con una
desviacion tipica de 320 gr.

A) Se estableci6 un intervalo de (2990, 3130) como intervalo de confianza para la media, a
partir de una muestra de 64 pollos ¢cual es el valor de la media muestral X? ;con qué nivel de
confianza se construyo el intervalo?

B) ¢cuantos pollos deberiamos pesar para que el nivel de confianza del intervalo sea del 97%?
Sol: x=3060gr. Nivel de confianza 0°9198; deberiamos pesar 99 pollos

2. Las puntuaciones de un text de aptitud hecho a los alumnos de un centro de secundaria
siguen una distribucion N(1000, 600).

a) Calcula la probabilidad de que la puntuacién media, para una muestra de 64 alumnos, esté
comprendida entre 964 y 1036 puntos.

B) ¢Cuantos alumnos deberiamos seleccionar como minimo para garantizar con un 99°5% de
confianza una estimacién de la puntuacion media de todos los alumnos de centro con un error
no superior a 150 puntos?

Sol (a P=073688; b 127 alumnos)

3. Un equipo de la guardia civil de trafico hace controles de velocidad en una travesia de una
determinada poblacion. Se sabe que la variable “velocidad en travesia” en km/h sigue una
distribucion normal N(u, o)

a) Tras controlar el paso por la travesia de 100 vehiculos nos dicen que “la velocidad media en
travesia toma valores entre 56’08 km/h y 63’92 km/h con el 95% de confianza”. Con esta
informacién calcula o y el valor medio de la muestra.

B) Si tomamos como = 60 km/h y como o= 20 km/h calcula el porcentaje de muestras de 64
vehiculos cuya velocidad media supera los 65 km/h.

(sol: a) X = 60; 6=20; b) P=0"0228 es decir 2°28%)

4.3)Si los salarios anuales de los trabajadores de una cierta empresa se distribuyen segin una
N(u, 0=1200) Calcula el intervalo del 95% de confianza para el salario medio anual de los
trabajadores de la empresa, si para eso se seleccionan al azar 64 trabajadores y se obtiene que
su salario medio anual es de 26000 euros.

B) ¢qué tamafio de muestra habria que tomar para garantizar con un 97% de confianza, una
estimacion media del salario anual de los trabajadores de esa empresa con un error no
superior a 200 euros?

(sol: a) Se estima que el salario anual de los trabajadores esta entre 25706 euros y 26294
euros con un 95% de confianza; b)170 trabajadores 0 mas)

2011

5. Debido a la futura fusién de dos entidades de ahorro, un estudio preliminar estima que
como maximo un 5% de los clientes causara baja en la nueva entidad resultante. Un analista de
mercados sospecha que la proporcion de bajas serd mayor y para contrastarlo realiza una
encuesta a 400 clientes, elegidos al azar, sobre su intencién de seguir operando con la nueva
entidad después de la fusion. De ellos 370 contestan que seguir'n operando con la nueva
entidad.

A) Formula un test para contrastar la hipétesis de que la proporcion es la que se formula en el
estudio preliminar frente a la del analista. ;A qué conclusién se llega con un nivel de
significacion del 5%?

B) Explica, en el contesto del problema, lo que significan los errores de tipo | y de tipo II.
(sol: Ho: pe<0’05; Hi: pe>0’05; region de aceptacion (—,1’645); Estadistico de la prueba
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7=P=Po., _0075-005 _
[Pobo [0°05.0°95
n 400
la hipétesis nula. Es decir, con los datos de la prueba y con un riesgo del 5% de equivocarnos
se concluye que es cierta la hipdtesis del analista.
B) Error de tipo I: error que se comete al rechazar H, siendo cierta. En nuestro ejemplo
afirmariamos que la proporcién de clientes que causara baja es la que cree el analista, cuando
realmente no es cierto.
Error de tipo I1: error que se comete al aceptar H, siendo falsa. En nuestro ejemplo
afirmariamos ge el analista no tiene raz6n cuando realente si la tiene.)
6. Se conoce que la renta declarada por persona para todos los ciuddanos de un pais sigue
una distribucion normal con media 10840 euros y desviacion tipica 2700 euros. Con el objeto
de analizar la renta de los contribuyentes domiciliados en una cierta administracion de
hacienda, se tomé una muestra de 400 declaraciones obteniéndose una renta media de 10500
euros por persona. Si se supone que se mantiene la desviacion tipica.
A) formula un text para contrastar la hipotesis de que la renta media de las declaraciones
presentadas en la administracion es la misma que la global para todo el pais, frente a que es
menor tal y como parece indicar la muestra y explica a qué conclusién se llega con un nivel de
significacion del 1%
B) Calcula un intervalo del 98% de confianza para la renta media de los contribuyentes de la
citada administracion (Sol: a) Ho : 1o >10840; H;: 1o < 10840; estadistico de la prueba Z=

>;_ ; \/’l%o P Z0= 1257%%/_ \/%40 =-2"52. Regidn de aceptacion (-2’33, o«0) como -2’52 no pertenece
a la regién de aceptcion se rechaza la hipdtesis nula. Es decir, con los datos de la prueba y con
un riesgo del 1% de equivocarnos, concluimos que la renta media de las declaraciones
presentadas en esta administracion es inferior que la global para todo el pais.

B) P(X = 2.0/ /N <u < X+2gp.0l /N)=1-a; 242=2"33; 1(10185°45,10814°55). Es decir,
en base a la muestra dada, se estima con un 98% de confianza que la renta media por persona
en la citada administracion esta entre 10185°45 y 10814°55 euros. )

2'29. Como no pertenece a la region de aceptacion se rechaza

7. La informacién que ofrece el editor de una escala de madurez para estudiantes de
secundaria sefiala que las puntuaciones en la escala siguen una distribucion normal con media
5 y desviacion tipica 2. La escala tiene ya 10 afios lo que hace sospechar a un educador de
ensefianza secundaria que el promedio de la escala podria haber aumentado en el momento
actual. Para comprobarlo selecciona una muestra aleatoria de 49 estudiantes y tras pasarles la
prueba obtiene una media de 5’6. Suponiendo que se mantiene la desviacion tipica.

A) Formula un test para contrastar que la puntuacion media no aumenté frente a que si lo hizo
tal y como sospecha el educador y explica la conclusion a la que se llega con una significacion
del 5%

B) Utilizando la muestra dada, calcula el intervalo de la puntuacion media de los estudiantes
de secundaria en el momento actual con una confianza del 95%

- X—po. _56-5
sol: @) Houo <5; Hi: 5; estadistico de la prueba Z= ) Zo=
(sol: @) Houo <5; Hi: wo > p o 7P 2
aceptacion (-o0, 1'645) como 2’1 no pertenece a la region de aceptcion se rechaza la hipotesis
nula. Es decir, con los datos de esta muestra y con un riesgo de un 5% de equivocarnos

concluimos que la puntucién media actual aumenté como sospechaba el educador.

=2’1. Region de
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B)P(X — Zu2.0/ yN < < X +2qp0.01 /N) =1 —a; 2,2=1"96; 1.(5°04,6°16). Es decir, en base a
la muestra dada, se estima con un 95% de confianza que la puntuacion media en el momento
actual esta entre 5’04 y 6’16 )

8. Una compafiia telefonica A afirma que la proporcion de hogares que contratan su servicio
de ADSL es por lo menos del 26%. Sin embargo, otra compafiia de la competencia B sostiene
que actualmemte la proporcion de usuarios de la compariia A es menor del 26%. Para
comprobarlo hace una encuesta a 400 clientes que tienen en sus hogares servicio de ADSL y
85 manifiestan que lo tienen contratado con la compafiia A

A) formula un test para contrastar que la proporcion es la que afirma la compafia A frente a la
alternativa sostenida por la compafiia B ¢A qué conclusion se llega con un nivel de
significacion del 5%7?

B) Utilizando la informacion obtenida en la encuesta calcula un intervalo de confianza del 95%
para la proporcion de hogares que contratan anualmente los servicios de ADSL de la
compafiia A.

(Sol: Ho: po>0'26 ; H; : po < 0'26; regidn de aceptacion (-1’645,00)); Estadistico de la prueba

_P p‘Eo - Zo= 0’21356 ;2’26 =-2'16. Como -2’16 no pertenece al intervalo de aceptacion
V= V400

rechazamos la hipétesis nula. Es decir, con un riesgo de equivocarnos del 5% concluimos que
la proporcion de usuarios que contrata ADSL con la compafiia A es menor del 26% como
afirma la compafiia B.

Z

B) PP -zury B < p<Pizun P )1 4 245=1796; 1,5(0°1725, 0°2525). Es
decir, en base a la muestra dada se estima con un 95% de confianza que la proporcion de
hogares que contrata ADSL con la compafiia A esta comprendido entre un 17°25% y un

25’25%.

2012

Se supone que el nimero de telespectadores (en millones) de un programa semanal de
television se aproxima a una distribucion normal con desviacion tipica 0’5 (millones). La
direccion del programa afirma que la media semanal de telespectadores que ven el programa
es de 7 millones. Para contrastar tal afirmacion se observa una muestra de 10 semanas
obteniéndose una media semanal de 6’54 millones de telespectadores.

A) Utilizando la muestra calcula un intervalo de confianza al 95% para la media semanal de
telespectadores de ese programa.

B) Formula un test para contrastar que la media semanal de telespectadores es la que dice la
direccion del programa frente a la alternativa de que es menor. ;Cudl es la conclusion a la que
se llega con un 5% de significacion?

(sol: Sea X=numero de telespectadores semanal del programa” X sigue una distribucién

N(u, 0°5). Expresion del intervalo de confianza P(X — zy2.0/ /N < < X+2Zgp.0l /N)=1-q;
2,2=1"96; 1,(6°23,6°85). Es decir, En base a la muestra dada, se estima con un 95% de
confianza, que la media semanal de telespectadores de ese programa esté entre 6.230.000 y
6.850.000 espectadores.

—Ho., _645-7 _ 5.9 Region de

X

B) Ho: 1o > 7; Hy : u<7; estadistico de la prueba Z= ) Z0=

YHo o >7;H1 i u p ol /n 00/5/\/1—0

aceptacion (-—1'645, o0) como -2’9 no pertenece a la region de aceptcion se rechaza la
hipétesis nula. Es decir, con los datos de esta muestra y con un riesgo de un 5% de
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equivocarnos concluimos que la media de telespectadores semanales de este programa es
inferior a los 7 millones que dice la direccién del programa)

10. Se realiza una encuesta para conocer la intencion de voto al partido politico MLM. De los
2000 entrevistados 600 dicen que lo votaran.

A) Calcula un intervalo al 95% de confianza para la proporcién de futuros votantes de ese
partido.

B) Una afirmacién publicada en la prensa dice que la proporcidn de votantes para ese partido
es de al menos el 33%. Formula un test para contrastar dicha informacion frente a que la
proporcion de futuros votantes es inferior como parece pronosticar la encuesta ¢ A qué
conclusién se llega con un nivel de significacion del 1%?

So: Sea p="proporcién de futuros votantes al partido MLM (parametro a estimar)” y P la
proporcién muestral de votantes en muestras de tamafio 2000; p = 600/2000 = 0'3(estimacion
puntual de p. Expresion del intervalo de confianza:

P(P —Za2+ p_nq <p<P+zup.y p_nq y=1-a;2,42=1"96; 1,=(0°28, 0°32). En base a la muestra
dada se estima que la proporcion de futuros votantes al partido MLM esta comprendida entre
el 28% y el 32%, con un nivel de confianza del 95%

b)Ho: p>0'33 ; Hy : p < 0'33; regidn de aceptacion (-2’33,00); Estadistico de la prueba
Z:ﬁ—p;azoeoeszz
rechazamos la hipétesis nula. Con un riesgo del 1% de equivocarnos concluimos que la
proporcion de futuros votantes al partido es menor del 33% publicado en la prensa.)

—2'85. Como -2’85 no pertenece al intervalo de aceptacion

11. El tiempo de espera para la realizacion de cierta prueba en un hospital sigue una
distribucion normal con desviacion tipica de 5 dias. La gerencia afirma que “el tiempo de
espera para la realizacion de dicha prueba es como maximo de 20 dias. Para contrastar esta
afirmacion se tomé una muestra aleatoria de 100 pacientes que necesitaban realizar la prueba,
resultando que el tiempo medio de espera fue de 21 dias.

A)Formula un test para contrastar la hipotesis de la gerencia frente a que el tiempo medio es
superior ¢A qué conclusion se llega con un nivel de significacion del 5%7? ;Se llegaria a la
misma conclusion con un nivel de significacion del 1%?

B) Explica en el contesto del problema en qué consisten los errores de tipo | y de tipo Il

Sol. Sea X="tiempo de espera para la realizacion de la prueba en el hospital” enmuestras de
X-fo.  _21-20 _,
ol /n "5 /100
Region de aceptacion (-o0, 1'645) como 2 no pertenece a ese intervalo se rechaza la hipotesis
nula. Con los datos de la muestra y con un riesgo de un 5% de equivocarnos concluimos que
el tiempo medio de espera para la realizacion de la prueba es superior a los 20 dias que afirma
la gerencia.

Si el nivel de significacién fuese del 1% La region de aceptacion seria: (-o0, 2'33) por lo que no
se llegaria a la misma conclusién ya que en este caso se acepta la hipotesis de la gerencia al
pertenecer 2 al intervalo de aceptacion. Es decir, con un riesgo del 1% de equivocarnos no
podriamos rechazar la hipotesis de que el tiempo medio de espera es superior a 20 dias.

Error de tipo I: error que se comete al rechazar la hipétesis nula siendo esta verdadera. En
nuestro problema consistiria en decidir que el tiempo maximo de espera es superior a los 20
dias cuando no es cierto.

100 pacientes. Ho: 1o < 20; H; : ©>20; estadistico de la prueba Z=
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Error de tipo 11: Consiste en sceptar la hipotesis nul cuando es falsa. En nuestro caso el que
cometeriamos al aceptar que el tiempo maximo de espera es de 20 dias cuando en realidad es
mayor)

**12.Se quiere estimar el porcentaje de espafioles que, teniendo derecho al voto, no votaran
en las préximas elecciones al Parlamento Europeo.;Cual debe ser el tamafio de la muestra para
garantizar un margen de error no superior al 2°5% con un nivel de confianza del 95%?
B) Se selecciona una muestra de 1540 espafioles con derecho a voto y, de ellos, 693 aseguran
que no votaran. Calcula un intervalo al 95% de confianza para el porcentaje de espafioles con
derecho a voto que no votaran en las citadas elecciones. ;Qué error maximo se esta
cometiendo en esta estimacion?
Sol: Sea p="proporcién de espafioles con derecho a voto que no votaran en las elecciones
(pardmetro a estimar)”; P= proporcion muestral. El estadistico a utilizar es Z:pTJTp que se

n
aproxima a una distribucion N(0,1). **Como no conocemos una estimacion puntual de p
tomaremos el caso mas desfavorable para “p”: p=1/2 (ya que la funcion f(p)=p(1-p) tiene un
maximo cuando p=1/2. Formulamos el margen de error no superior al 2’°5%:

1] . .
E=z. 252 <0°025. Calculamos el valor z.; para un nivel de confianza del 95% resultando

Ser z,,=1"96 y sustituimos en la formula anterior 1°96. 0505 -0’25 despejando n>1536’64
por lo que debemos tomar una muestra de 1537 esparfioles 0 mas.

b)Expresion del intervalo de confianza: P(P —za/z\/znq <p<P+zap. \/@) =1l-a

» Z42=1"96; p.=693/1540=0°45, sustituyendo obtenemos 1.=(0’4252, 0’4748). Se estima con
un nivel de confianza del 95% que el porcentaje de espafioles con derecho a voto que no
votaran en esas elecciones esta comprendido entre el 42°52% y el 47°48%. El error maximo
cometido en esta estimacion es del 2°48% ( se halla el radio del intervalo: (0°4748-0’4252)/2=
=0’0248 y se escribe en términos de porcentaje)

13. En el proceso industrial de envasado de un producto el peso de los envases se aproxima a
una normal de media 500 gr. y desviacion tipica 4 gr.,los direcivos de la empresa sospechan
que la maquina de envasado esta estropeada y deciden cambiarla si el peso medio de los
envases es superior a 500 gr. Para eso examinan una muestra aleatoria de 30 envases y
obtienen una media de 501’5 gr.

A) Formula un test para contrastar la hipétesis de que no es necesario cambiar la maquina
frente a que si lo es, tal como sospechan los directivos. ¢que conclusién se extrae con un 5%
de significacion?

B)Explica el tipo de error que cometerian si deciden, errdneamente, no cambiar la maquina.
Sol: Sea X="peso, en gr., de un envase” X es N(500,4) ; Ho: 1o <500; H; : #>500;

X—fo. , _501'5-500
ol yn """ 4130
como 2’05 no pertenece a ese intervalo se rechaza la hipétesis nula. Con los datos de la
muestra y con un riesgo de equivocarnos del 5%, concluimos que el peso medio de los
envases supera los 500 gr., con lo que los directivos decidirian cambiar la maquina.
B)Error de tipo Il: aceptar H, siendo falsa. Los directivos decidirian no cambiar la maquina
siendo el peso medio de los envases superior a los 500 gr.

estadistico de la prueba Z= =2’05. Regidn de aceptacion (-o0, 1'645)
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**14.Un estudio sobre el habito de fumar entre los adultos de una ciudad informa que el
intervalo de proporcion de fumadores se encuentra entre el 30% y el 40%

A) Determina la proporcion muestral de fumadores observados segln ese estudio

B) El estudio afiade que los datos se obtuvieron de una encuesta aleatoria realizada a 364
habitantes adultos de esa ciudad ¢Cual es entonces el nivel de confianza de dicho intervalo de
estimacion de la proporcion de fumadores?

Sol: a)Sea p=" proporcién de fumadores entre los habitantes adultos de la ciudad (pardmetro

poblacional)” P= proporcion muestral de fumadores de entre los habitantes adultos”
(estimacion puntual de p). Elintervalo que nos dan: (0°3,0°4) tendré la siguiente expresion:

P
—

g ~ p P20 20 _03

(P—za2y 7+ P+Zap.y —— ) Y por lo tanto — sumando ambas
/F\>+Za/2. p—nq =04

expresiones obtenemos que 2 P=07; por tanto P=0"7/2=0"35. Es decir, la proporcién
muestral en el estudio es de 0’35 ( observar que corresonde al punto intermedio del intervalo)
B) El radio del intervalo es (0’4-073)/2=0"1/2=0’05. Dicho radio es igual a .z, qu =
_, |.0'35.0'65 _ 4 _ 005./34 . 1
=Zai2 364 =005 =z, = Tomoes 2; P(-2<Z<2)=1-a; Buscando en las tablas
P(-2<Z<2)=2P(Z<2)-1=2.0"9772-1=079544 por tanto el nivel de confianza es del 95°44%.
Con un 95’44% estimamos que la proporcién de fumadores entre los adultos de esa ciudad se

encuentra entre el 30% y el 40% en base a los datos obtenidos por una encuesta hecha a 364
adultos de esa ciudad.

15.En cierto pais la renta media familiar sigue una distribucién normal de medial6260 euros y
desviacion tipica 6320 euros. Un estudio realizado con 200 familias elegidas al azar en una
comarca proporciond una renta media de 15308 euros. Suponiendo que se mantiene la
desviacion tipica

A)Calcula un intervalo de confianza al 95% para la renta media de las familias de esa comarca.
B) Formula un test para contrastar la hipdtesis de que la renta media de las familias en esa
comarca es la misma que la de toda la poblacion, frente a la hipdtesis de que es menor que la
del pais ¢cuél es la conclusién a la que se llega con un nivel de significacion del 5%? ;se
llegaria a la misma conclusion para una significacion del 1%?

Sol: a) X="renta anual de las familias en una comarca” N(u«, 6320)

X estadistico de la media muestral. X=15308 (valor particular para la muestra dada)

X -
al /n
Expresion del intervalo de confianza: P(X — .0/ /N <p < X+ 2.0/ /n)=1-0a=0"95
2,2=1"96; 1.=(14432’1, 16183°9). Con un 95% de confianza se estima que la renta media en
esa comarca estd comprendida entre 14432°’1€y 16183’9€

X—fo . _15308 16260 _

ol “ 6320/,200
=-2"13. Region de aceptacion (-1'645, o) como -2’13 no pertenece a ese intervalo se rechaza
la hipédtesis nula. Con los datos de la muestra y con un riesgo de un 5% de equivocarnos
concluimos que la renta media en esa comarca es inferior a la renta media de la poblacion total
del pais..

Z= estadistico de la prueba, N(0,1)

b)Ho: 1o > 16260; H; : 110<16260; estadistico de la prueba Z=
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Para un nivel de significacion del 1% la regidn de aceptacién sera (-2’33,00) En este caso -2’13
si perteneceria a ese intervalo y por tanto deberiamos de aceptar la hip6tesis nula; esto es,
aceptar que la renta media de esa comarca es similar a la de la poblacion total del pais.

16. En un estudio sobre higiene dental, el porcentaje de nifios que presentaron indicios de carie
utilizando un dentrifrico tradicional fue de por lo menos un 10%. En un grupo de 500 nifios
elegidos aleatoriamente que utilizarn un nuevo dentifrico sufrieron carie 35

A) Formula un test para contrastar la hipétesis de que la proporcidn de nifios con indicios de
carie usando el nuevo dentifrico es el mismo que usando el tradicional, frente a la hip6tesis de
que se reduce. (A qué conclusion se llega con un nivel de significacion del 1%?

B)Calcula un intervalo de confianza del 95% para la proporcion de nifios con indicio de carie
que utilizan el mismo dentrifico.

Sol: Sea p="proporcion de nifios con carie usando el nuevo dentrifico (parametro a estimar)”
y P la proporcién muestral en muestras de tamafio 500; p = 35/500 = 0'07(estimacion puntual
de p. a)Ho: p>0'10; H; : p <0'10; region de aceptacion (-1'645,00); Estadistico de la prueba

7= p-p £ 7= 0°07-0’1
\/@ 0’1.0°9

500
rechazamos la hipétesis nula. Con un riesgo del 5% de equivocarnos concluimos que en
funcion de los resultados de la muestra, el nuevo dentrifico disminuye el riesgo de carie
B) Expresion del intervalo de confianza:

PP —2us| L <0 <Pt zumy P ) 21— 45 24,1796 1.5(0°048, 0°092). En base a la
muestra dada se estima que la proporcidn denifios con carie usando el nuevo dentrifico esta
comprendida entre el 4°8% y el 972%, con un nivel de confianza del 95%

= -2'236. Como -2’236 no pertenece al intervalo de aceptacion

2014

17. Supongamos que el IMC (indice de masa corporal) en nifias de 13 afios de una poblacién
sigue una distribucion N(u, 4)

A) si el 6’68% de esas nifias tiene riesgo de sobrepeso, es decir su IMC es superior a 22’5,
calcula el valor delIMC medio u para las nifias de 13 afios de esa poblacion.

B) Si el IMC para nifias de 13 afios de ea poblacion sigue una distribucion N(16°5,4) y se
extrae una muestra aleatoria de 64 nifias calcula la probabilidad de que el IMC medio de la
muestra esté por debajo de/15’3 (por debajo del peso adecuado) /

Sol: a) P(X>2275)=P(Z>2%3"") = 0'668.Buscando en las tablas se obtiene que 222~ =15 y
despejando =165

B) La distribucion de las medias muestrales sigue una N(16°5, %) =N(16’5,0’5)

P(X < 15'3) = P(Z < 23185 _ p(Z < —2'40) = 1 - P(Z < 2'40) = 1 0'9918 = 0'0082

18.En un estudio reciente se afirma que hay un 5% de lesiones de rodilla entre futbolistas que
juegan sobre cesped y calzan un nuevo modelo de botas de futbol. De 250 futbolistad que
juegan sobre el cesped y calzan botas de fGtbol convencionales se dieron 20 de esas lesiones.
A) Formula un test para contrastar la hipétesis de que las lesiones de rodilla entre futbolistad
que juegan con botas tradicionales no superan a las de tales lesiones jugando con el nuevo
modelo frente a la de que si las supera.

B) ¢A qué conclusidn se llega con un 5% de significacion? ¢se llega a la misma conclusion con
un nivel de significacion del 1%?
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Sol: p: “ proporcidn de lesiones de rodilla entre jugadores de fUtbol que calzan botas
convencionales”, parametro poblacional desconocido (y el que nos mandan contrastar)
P : proporcién de lesiones de rodilla entre futbolistas que calzan botas convencionales, en
muestras de 250 futbolistas (estimador puntual de " p ). p=20/250=0"08 estimacién puntual
de p.

a)Ho: p<0'05;H; : p>0'05

B) region de aceptacion (—oo, 1'645) Estadistico de la prueba

7= PP, _0°08-005 _
rechazamos la hipétesis nula. Con un riesgo del 5% concluimos que, en base a la muestra, la
lesion de rodillas cn botas convencionales es mayor que con el nuevo calzado.

Para un nivel de significacion del 1% la nueva region de aceptacion es (-, 2'33). Como
2’176 pertenece a ese intervalo aceptamos la hipotesis nula. Es decir, con un riesgo del 1% no
podemos concluir que el nuevo calzado mejore la proporcion de lesiones de rodilla sobre los
que calzaban botas convencionales.

2'176. Como 2’176 no pertenece al intervalo de aceptacion

**19. La proporcion de mujeres de una poblacion portadoras de hemofilia es
desconocida.Para estimarla se elige una muestra de 500 mujeres de las que 80 resultan ser
portadoras

A) Calcula un intervalo del 95% de confianza para la proporcion de mujeres portadoras de
hemofilia de esa poblacion.

B)Suponiendo que ain no se tomo la muestra y queremos hacer la estimacion cometiendo un
error no superior a un 2% con un 95% de confianza ¢De qué tamfio deberia ser la muestra?
Sol: Sea p="proporcidn de mujeres portadoras de hemofilia de esa poblacion (parametro a
estimar)” y P la proporcién muestral en muestras de tamafio 500; p = 80/500 = 016
(estimacion puntual de p. a) Expresién del intervalo de confianza:

PP 202y P < p <P 2y P ) 1 ; 2,5 =1°96; 1:2(0°128, 0°192). En base a la
muestra dada se estima que la proporcion mujeres portadoras de hemofilia estd comprendida
entre el 12°8% y el 19°2%, con un nivel de confianza del 95%

B) margen de error no superior al 2% z, ./ p_nq <0’02 Como aun no se tomo ninguna

muestra no tenemos ningun valor puntual para estimar p, entonces tomamos el caso mas
desfavorable que es p=1/2 (ya que la funcion f(p)=p.(1-p) posee un maximo en p=1/2)

Entonces z. ,/ p_nq <0'02 =244 0 5h0 2 < 0'02 estimamos Zq2 Para un 95% de confianza y

obtenemos : z,,=1"96. Sustituimos en la formula y despejamos n, n>2401. Concluimos: para
garantizar un error no superior al 2% con un nivel de confianza del 95% necesitamos tomar
una muestra de 2401 mujeres de esa poblacion.

20. En un estudio sociolégico se afirma que el tiempo medio que los jévenes estan conectados
a las redes sociales no supera las 60 horas mensuales. Se desea contrastar si actualmente sigue
en vigor ese estudio y para ello se entrevistan a 400 jovenes seleccionados al azar,
obteniéndose que el tiempo medio es de 62 horas. Suponemos que el tiempo dedicado por los
jovenes a las redes sociales sigue una distribucién normal de desviacion tipica 15 horas.
A)Formula un test para contrastar la hipotesis de que el tiempo medio mensual dedicado por
los jovenes a las redes sociales es el que afirma el estudio, frente a la alternativa de que
aumento. ¢A qué conclusion se llega con un intervalo de significacion del 1%?
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B)Usando la informacion recogida en la muestra, calcula el intervalo del 95% de confianza
para el tiempo medio mensual dedicado actualmente por los jovenes a conectarse a las redes
sociales.

Sol:a)X="tiempo dedicado por los jévenes a las redes sociales” N(u, 15)

X estadistico de la media muestral. X=62 (valor particular para la muestra dada)

Z=

X —

oI n £ estadistico de la prueba, N(0,1)
Ho: 1o <60 H1 : 10>60; estadistico de la prueba Z—X ) Zo= 62-60 _ = 2’67. Regién de

/J_ 15/,/400

aceptacion (-o0,2°33) como 2’67 no pertenece a ese intervalo se rechaza la hip6tesis nula. Con
los datos de la muestra y con un riesgo de un 1% de equivocarnos concluimos que el tiempo
dedicado actualmente a las redes sociales aumenté respecto al dado por el estudio
Para un nivel de significacion del 1% la regidn de aceptacién sera (-2’33,00) En este caso -2’13
si perteneceria a ese intervalo y por tanto deberiamos de aceptar la hipotesis nula; esto es,
aceptar que la renta media de esa comarca es similar a la de la poblacion total del pais.

b) Expresion del intervalo de confianza: P(X — Zg2.0/ /N <u < X +2Zg2.6/ /N ) =1—-0=0"95
Z,2=1"96; 1.=(60°53, 63°47). Con un 95% de confianza se estima que el tiempo medio
dedicado a las redes sociales por los jovenes estd comprendida entre 60’53 horas al mes y
63’47 horas al mes.

SOLUCIONES EJERCICIOS DEL TEMA

| Distribuciones muestrales:

1. Como hemos visto, la distribucién de medias muestrales es N[ﬂ,
N(1°72,-299 = N(1°72, 0°015)

-2 _|-enn r
ﬁ],e uestro caso

\/% ! !
a) P(x<1'75)=P(z<1-025112)=P(2<2)=0"9773
b) P(1’68<X<1'73)=P(168=172 _, 173-172,_p(_2°67<7<0’67)=P(Z<0’67)-[1-P(2’67)=

0’015 0’015
=0"7486-[1-0°9962]=0°7448

2.La distribucion muestral de proporciones sigue una N(p, /% ); en nuestro caso

N(0703, /0030%97) N(0°03,0°0076)

A) P(P>0'05)=PZ> %) =P(Z>2'63)=1-P(Z<2'63)=1-0'9957=0"0043
B) P(haya menos de 10 piezas defectuosas)=P(P<) = P <0’02)=P(z<202-003, _

0’0076
P(Z<-1732)=1-P(Z<1°32)=1-0°9066=00934

3. La distribucion de diferencia de medias muestrales €s N(u1 — 2., 7= + 72 nz ) en nuestro caso:
N(16-14, /55 + % )=N(2, 1°46).
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4. a)la distribucién de medias muestrales es N[ LJ; en nuestro caso N(142’32,8—'5):

Jn J25
N(142°32, 1°7). P(>_<>144’6):P(Z>M) P(Z>1"34)=1-P(Z<1'34)=1-09099=

—q0 : i (i _8'5 =
0’0901; b)Ahora la distribucién de medias muestrales es N(142°32, /100 —=2_)=

=N(142'32,0°85); P(x>144’6)=P(z>1446- 14232 =p(7>7°68)=1-P(Z<2'68)=1-0"9963=
=070037

5. la distribucion de medias muestrales es N[ L] en nuestro caso N(150,—2% )=

=N(150, 2°24); Si las 80 chocolatinas han de pesar mas de 12400 gr, su media ha de ser
superior a 12400/80=155 gr, P(x>155)=P(Z>1237250)= P(2>2'23)=1-P(2<2'23)=1-0"9871=
=0’0129

6. X es N(lOO,%)zN(loo,l’@; P(>_<>101’5):P(Z>M) P(Z>0"94)=1-P(Z<0’94)=
1-0°8264=0"1736

7. Nos estan diciendo que para la poblacién total p= 48/120=0’4. Sabemos que la distribucién
muestral de proporciones sigue una N(p, |23 y: en nuestro caso N(0’4, | 9406 T 0 6=

=N(04,0°0775); P(P > 0'55) = P(Z > %) P(Z>1'94)=1-P(Z<1'94=1-0'9738 = 0'0262

8. P=1/15=0066; la distribucién muestral de proporciones sigue una N(p, J% ); en nuestro
caso N(0°066, |-0°066.01934 N (0°071,0°025). Nos piden P(0°05<P<01)=

100
=p(0/05-01066 05750600 <Z< 0'1-0066 L5 2828) = P(-0'64 < Z < 1'36) = P(Z < 1'36) - P(Z < ~0'64) =

=P(Z < 1'36)-[1-P(Z<0'64)] =09131-[1-0°7389]=0"652.

9. La distribucién de diferencia de mediasX; — X, muestrales es N(u1 —u2., 7~ + 7= nz ) en nuestro
caso:

N(4000-3900, [ 45" + 2 ) = N(100, 38389). P(X; - X,<50)=P(Z< 2300 =P(2<-0"13)=
=1-P(Z<0’13)=1-0"5557=0"4443

10. La distribucion de diferencia de mediasX; - X; muestrales es N(u1 —u2. 11 73 +F- nz ) en
nuestro caso:

N(7'2-6'7, [+ Oy _ N(0’5, 0°1762). P(X; - X;>1)=P(Z>+
=1-P(Z<2’ 84)—1 0 9978—0 0022

0’ 1762) =P(2>284)=

Il INTERVALOS DE CONFIANZA

11. a) .X=8'1, 6=3; n=100; 1-a:=0"97. Calculamos el valor critico P(Z<z,,)=1-2% =
—1 0°015=0’ 985 Buscando en las tablas z,,=2"17 El intervalo pedido es:

= (8°1-2°17%, 8'1+2°17+5)=(7°449,8'751)
b) En primer lugar hallamos el valor critico para el nuevo nivel de confianza del 92%
P(Z<zm,2):1-L208 ==1-0"04=0’96. Buscando en las tablas z,,=1’75
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El error maximo es de un dia, es decir E=z,;.0/,/n =1= 1’75.% =1=n=27'56 Como ha

de ser un nimero entero n=28 pacientes

12. a).x=170, 6=20; n=100; 1-a=0"9. Calculamos el valor critico P(Z<z,,)= 1-— =
=1-0’05=0"95. Buscando en las tablas z,,=1'645 El intervalo pedido es:

l= (170-1°64532, 170+1°64520)=(166"71,173"29)

b)En primer lugar hallamos el valor critico para el nuevo nivel de confianza del 99%
P(Z<zm,2):1-L201 ==1-0005=0"995. Buscando en las tablas z,,=2’575

El error méximo es de 0°5mn, es decir E=z,.6//i =0"5= 2'575.-2+ =0'5 = n = 10609

13. a) .x=97, 6=10; n=36; 1-a=0"992. Calculamos el valor critico P(Z<za,2):1-°/°% =
=1-0’004=07996. Buscando en las tablas z,,=2’65 El intervalo pedido es:

l= (97-2°65"2, 97+2°65<2)=(92’58,101°42)

B)EI intervalo obtenido significa que en el 99°2% de las posibles muestras de este tamafio, la
media de la duracion de los juguetes estara en ese intervalo.

14. a)Tenemos una distribucion normal de media p y desviacion tipica =9, ya que nos dicen

X-
que la varianza es 81, sabemos que P(X>105)=0"1 ; tipificando la variable Z= ”
1 1 105 -
P(Z> 05 ) 0'1=P(Z< 059 )=0'9. Buscando en las tablas T =1'28y

despejando 1=93’48

b) ©=95 Nos piden P(86<X<107)=P(2%% < Z < 2%55) =P(-1<Z2<1"33)=
=P(Z<1’33)-(1-P(Z<1))=09082-1+0"8413=0"7495

c)Tenemos una variable X que sigue una distribucién N(95,9), sabemos que la distribucion de
las medias muestrales X sigue entonces una distribucion normal N(95, %) y como nos dicen

que n=9 nuestra variable seguird una N(95,3), nos piden

P(86<X<107)=P(25® < Z < 19522 _p(-3<Z<4)=P(Z<4)-(1-P(Z<3))=1-1+0"9987=0"9987
15. X=60, 5=5"4; n=100; a)1-a:=0’95. Calculamos el valor critico P(Z<zy;)=1-2% =
=1-0’025=0"975. Buscando en las tablas z,,=1"96 El intervalo pedido es:

= (60-1°9632%, 60+1°963%)=(58"94,61"06)

b)El intervalo obtenido S|gn|f|ca que en el 95% de las posibles muestras de este tamafio, el
peso medio de los usuarios del gimnasio estara en ese intervalo.

Cc)El intervalo de confianza es ahora (58°5,61°5), para poder conocer la probabilidad debemos
despejar z.,; El radio del intervalo es 60-58’5=1"5 y sabemos que el radio es igual a z,,.a/,/n
Entonces 1'5=2,2. 32 = 7, = 2229=2"78 Mirando en las tablas P(Z<z,)=09973, y
sabemos que P(Z<z,,)=1-5 =0'9973 = 5 = 0'0027 = a = 0'0054 Por tanto, el nivel de
confianza sera 1-a=1-0’0054=0"9946. Es decir la afirmacion es correcta con una probabilidad
del 99°46%

16. X(20,40); X=18’5, 6=4; n=40; 1-a=1-0"05=095. Calculamos el intervalo de confianza:
valor critico P(Z<z.,)= 1-% ==1-0"025=0" 975 Buscando en las tablas z,,=1"96 El intervalo
pedido es: 1= (18’5-1’ 96— 18’5+1°96—— F )=(17°26,19°73). Lo que nos piden es ver si la

media pertenece a dicho mtervalo. Como no pertenece, la muestra no es comparable con la

poblacion para ese nivel de significacion.

17. p=P(votar X)=289/900=0"321 g=1-p=0’678; n=900

Calculamos el valor critico z,, para un nivel de confianza 1-a=0"95;

P(Z<zup) =1-5=1- % =1-0'025=0'975 Buscando en las tablas hallamos z.,=1"96
Por tanto el intervalo de confianza para la proporcién que nos piden sera:

Ic :(IS—Za/zq p—nq ,I/:\’+Za/2.q p—nq ):
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=(0'321-1°96. | 03210678 3514106, | 03210678 959, °352)

El porcentaje de votos estara entre 29% y el 35°2% con un nivel de confianza del 95%

18. P=P(fumar)=1/5=02; q=0’8; E<0’04; 1-a=0"95; En primer lugar debemos hallar el valor
critico. Dado que es el mismo que en el ejercicio anterior podemos ya decir que z.,=196
E=Zup /B¢ =196, 2428 <0'04 = 1'96. "5~ < /M = 19'60 < /A = 384'16 < n Dado
que el tamafio de la muestra debe ser un nimero entero hemos de tomar como minimo 385
personas

I11: TEXT DE HIPOTESIS

19. A) Ho: po > 0,7; Hi: po < 0,7 P Contraste unilateral para la proporcién

ﬁ_ po

JEm

Region de aceptacion: 1 —a = 0,99 ; P(2>z,)=0"99= P(Z < -z, )=0"99= -z, =2,3=>
=7, =-2'3; Regién (-2’3,)

Estadistico del contraste: Z=

=07

0'7.0'3
100

Como pertenece al intervalo se acepta la hipdtesis nula. Por tanto, se acepta con un nivel de

confianza del 99% que al menos el 70% de los envios de esa compafiia llegan a su destino al

dia siguiente.

b) Ho: pe>=0,7; Ha: po < 0,7 b Contraste unilateral de la proporcién

El estadistico del contraste es el mismo del apartado anterior

Region de aceptacion: 1 -aa = 0,92 ; - z, = 1,41 ; region: (-1'41, )

Como -1’96¢ (—1'41, «0)se rechaza la hipotesis nula. Luego se concluiria que menos del 70%

de los envios de esa compafiia llegan a su destino al dia siguiente, con un nivel de significacion

del 98%.

Al sustituir los datos en el estadistico: z, = =-1,96

20. A) Ho: o <120; Hy @ 1o > 120 Contraste unilateral para la media

X = o __X-=120

al /N 40//100

Region de aceptacion: 1 —-a = 0,9 ; P(Z<z,) =0°9; z, = 1’285 ; Region(—oo, 1'285)
Al sustituir la media de la muestra en el estadistico obtenemos: z,= 128 - 120 =2

40//100

Como 2¢ (-0, 1'285) se rechaza la hip6tesis nula. Por tanto, no se puede aceptar, con un
nivel de significacion del 10%, la afirmacion de partida.

B) las hipdtesis nula y alternativa son las mismas, también lo son el estadistico del contraste y
su valor para esta muestra. Lo que varia es la region de aceptacion.

Nueva region: 1 —a = 0,99 ; P(Z<z,) =0"99; z, = 2’33 ; Regidn(—oo, 2'33)

Como 2€ (-, 2;33) se acepta la hipdtesis nula. Por tanto, se puede aceptar, con un nivel de
significacion del 1%, la afirmacion de partida.

(Obsérvese que cuanto mas alto es el nivel de significacion es mas facil aceptar la hipdtesis
alternativa cuando en realidad es falsa, como ya dijimos antes en la teoria)

21 Ho: o = 18000; H; : 1o + 18000 Contraste bilateral para la media

X —fto _ X —18000
al/n 2000//35
Region de aceptacion: 1 —a = 0,95 ; P(-z,<Z<z,,)=0"95; P(Z<-z.,)=1-a/2=1-0’025=0"975
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Z.;,= 1’96; Region de aceptacion (-1796,1°96)
Al sustituir la media de la muestra en el estadistico obtenemos: z,= 20000 — 18000 =5’92
2000/,/35

Como 5’92¢ (-1'96, 1'96) se rechaza la hipotesis nula. Por tanto, no se puede aceptar, con un
nivel de significacion del 5%, la afirmacién de partida.

22. Se trata de un contraste de hip6tesis para las defierencias de medias
Ho: 1 — 2 =0 ; Hy 1 —uo + 0 Contraste bilateral.
X1 =X2) _ (X =Xz) _(X;=Xo)
2 [az 22  0'9495
o th, 136735
Region de aceptacion: 1 —a = 0,99 ; P(-z.,<Z<z,,)=0"99; P(Z<-z.,)=1-a/2=1-0"005=0"995
Z.;,= 2’575; Regidn de aceptacion (-2°575, 2°575)

Estadistico de contraste Z=

Al sustituir la media de la muestra en el estadistico obtenemos: ZO:% =-3'1595

Como -3°1595¢ (-2'575, 2'575) se rechaza la hip6tesis nula. Por tanto, la duracién media de
la enfermedad es distinta para los enfermos a los que se les ha aplicado anteriormente el
antibiotico que para los que no, concluyendo a partir de la muestra que es mayor la duracion
de la enfermedad si previamente ya se les habia aplicado el antibidtico.

23. A) Si la campafia no ha surtido efecto la proporcion de personas que conocen el cambio
debe continuar siendo igual o menor. Por tanto Ho: P,<0’43; Hi: P>043. Contraste unilateral
para la proporcion. Si se concluye que el porcentaje se mantuvo y realmente subi6 estariamos
aceptando la hip6tesis nula cuando es falsa, el error cometido se llama de tipo II.

El estadistico del contraste sera: Z=——0 =7=_P —043 _,_p-043
[ vEosT 00472
Region de aceptacion: 1 —-a = 0,99 ; P(Z<z,) =0"99; z, = 2’33 ; Region(—oo, 2'33)
55 ]
== —0743
110 —

Al sustituir la media de la muestra en el estadistico obtenemos: z,= =1’54

V0’0472
Como 1’54e(—o0, 2'33) se acepta la hipdtesis nula, es decir la campafia no ha mejorado el
conocimiento de la poblacion.

24. Hou1 <uo =p1 —up <0; Portanto Hy g —pu2 >0
X =X2) _ (X =X2) (X -X2)

\/0.% - "~ [152 92z 04354

Estadistico de contraste Z=

TR 40 T30
Region de aceptacion: 1 -a = 0,9 ; P(Z<z,) =0’9; z, = 1’285 ; Regidn(—oo, 1'285)
Al sustituir la media de la muestra en el estadistico obtenemos: z, :ﬁ =23

Como 2’3¢ (-, 1'285) se rechaza la hipétesis nula. Es decr, se rechaza que el primer
medicamento tenga menos efectos secundarios que el segundo con una nivel de confianza del
90%
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