DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD  IES RAFAEL PUGA RAMON

DISTRIBUCIONES DE PROBABILDAD

INTRODUCCION

Como ya habiamos mencionado, en el tema de estadistica descriptiva, la estadistica actla
como disciplina puente entre los modelos matematicos y los fendmenos reales. El estudio de
una determinada caracteristica de una poblacion, se hace tomando una muestra para inferir,
posteriormente, los resultados a la poblacion mediante la elaboracion de un modelo tedrico
que se ajuste a esta lo mas posible. La probabilidad es el modelo matematico de las frecuencias
relativas cuando se pasa del estudio de la muestra al de la poblacién. De igual forma las
variables aleatorias seran el modelo matematico de las variables estadisticas, las distribuciones
de probabilidad constituyen el modelo matematico de las distribuciones de frecuencia. Y en
general, a lo largo de este tema, desarrollaremos un modelo para los principales conceptos
estudiados en el tema de estadistica descriptiva.

Estudiaremos modelos tedricos para las poblaciones y por tanto las nociones que se trataran
seran de naturaleza tedrica, aun cuando los nombres de algunos de estos conceptos coincidan
con sus analogos empiricos estudiados anteriormente.

VARIABLE ALEATORIA

Cuando realizamos un experimento aleatorio es usual que no nos interese el resultado
completo del mismo sino observar una caracteristica del mismo que puede ser medible
numéricamente. Asi, al observar las familias de una poblacién, puede interesarnos Gnicamente
conocer el nimero de hijos varones o Unicamente la edad de la esposa,etc. EI concepto de
variable aleatoria va a permitirnos asociar a cada suceso del experimento un namero real.

Comencemos analizando algunos ejemplos:

1. Consideremos el experimento consistente en lanzar dos monedas al aire. Su espacio
muestral serd: E={ (x,x), (x,¢), (¢ ,x), (c,c)}.

Supongamos ahora que solo nos interesa estudiar la variable X={ntmero de caras obtenidas},
los resultados que se podrian dar toman los valores {0,1,2}, asociando a cada elemento del
espacio muestral un nimero: el de caras de ese suceso.

D G S -R
(o) B -2
(g -1
(X,C)==-==mmmmmmmemees -1
(X, X)-===-==mm = -0

A esta aplicacion le llamaremos variable aleatoria asociada al experimento.

NOTA:Es evidente que a un mismo experimento pueden asociarse distintas variables
aleatorias, segun lo que estemos estudiando. En el ejemplo anterior si hubiésemos estudiado el
namero de cruces la aplicacion, es decir la variable aleatoria, variaria.

2.- Consideremos el experimento consistente en lanzar dos dados, cuyo espacio muestral viene
dado por: E= {(1,1),(1,2),...c.ccu...... (6,1),........ ,(6,6) }. La ley que asocia a cada suceso de
dicho espacio la suma de los puntos obtenidos es una variable aleatoria que toma los
valores:X={2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}.

La ley que asocia a cada suceso el mayor de los nimeros obtenidos, es otra variable aleatoria,
asociada al mismo experimento, que toma valores Y={1,2,3,4,5,6 }.
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3.- Consideremos el experimento que consiste en observar si las piezas fabricadas, en una
determinada fabrica, son o no defectuosas. Su espacio muestral es E={ D, D }. En este caso la
observacion que realizamos es cualitativa y no cuantitativa, pero aun asi podemos asociar a
cada uno de estos resultados un namero, por ejemplo: 0 si es defectuosa y 1 si es no
defectuosa, dando lugar a una variable aleatoria que toma los valores X={0,1}

X: E-mmmmmmmm - -R
D----mmmmme - -0
[ — -1

Vemos por lo tanto, que en todo experimento podemos asociar a cada uno de los resultados
obtenidos un numero real. A esta asociacion o aplicacion se le llama variable aleatoria.

Definicién:
Dado un experimento aleatorio S cuyo espacio muestral es E, llamaremos variable aleatoria
asociada a dicho experimento a toda aplicacion X: E------------ - R que asocia a cada suceso

del espacio muestral un nimero real.

Por abuso del lenguaje es frecuente confundir la variable aleatoria como ley o funcién con el
conjunto de valores que toma y asi diremos: dada la variable X={ x;,X,,.....x,} en lugar de
decir la variable X que asocia a los sucesos {S1,S,,.....Sn} valores {Xi,X,,....X,} respectivamente

La variable aleatoria es el modelo matematico de la variable estadistica cuando se pasa del
estudio de una muestra al de la poblacién. Asi "al lanzar tres veces dos monedas al aire" y
observar el nimero de caras obtenidas podemos obtener como resultados de nuestro
experimento los sucesos {(c,c),(c,x),(x,c)} y la variable estadistica tomaria por tanto los
valores {1,2}; sin embargo la variable aleatoria ( asociada a toda la poblacion) toma los
valores {0,1,2}.

La variable se Ilamara discreta si s6lo puede tomar unos ciertos valores que no admiten
subdivisiones sucesivas. Se llamara continua si puede tomar todos los valores
correspondientes a un intervalo de la recta real, o lo que es lo mismo si sus valores admiten
subdivisiones sucesivas.

Ejemplos:

1.- La variable que representa el nimero de caras obtenidas en el lanzamiento de tres monedas
al aire toma los valores {0,1,2,3}. Es discreta

2.- La variable que representa el perimetro craneal de una serie de individuos toma los valores
[40,100] ( medida en cm.). Es continua.

3.- La variable que asocia al lanzamiento de dos dados los nimeros 0 si la suma obtenida es
par y 1 si es impar, toma los valores {0,1}. Es discreta.

4. La variable que asocia al lanzamiento de dos dados el menor de los nimeros obtenidos es
discreta y toma los valores {1,2,3,4,5,6} Nota: observar que en los dos Gltimos ejemplos el
experimento es el mismo pero la variable aleatoria no.

5. La variable aleatoria X={tiempo invertido por un alumno en ir a su casa desde el instituto}
es continua y toma los valores [tn , tu] entre los valores minimo y maximo de tdos los alumnos
de dicho instituto.

NOTA: hay variables discretas que pueden tomar infinitos valores distintos pero sin
subdivisiones sucesivas. Por ejemplo: lanzamos un dado y observamos el nimero obtenido, si
es un 6 paramos el experimento, si no lo es volvemos a tirar. La variable X={nimero de veces
que hemos lanzado el dado antes de detenernos} es discreta pero su recorrido es todos los
ndmeros naturales.
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Vamos a continuacion a hacer el estudio de las variables aleatorias discretas.

FUNCION DE PROBABILIDAD

Consideremos el siguiente ejemplo: lanzamos 240 veces un dado obteniendo los siguientes
resultados:

CARA 112|3|4|5]| 6
FRECUENCIA| 40|39 42|38 |42 39

Construyamos la distribucién de frecuencias relativas, a la izquierda, y a la derecha
representemos los resultados esperados, mediante el calculo de probabilidades, si imaginamos
que ralizdsemos un namero infinito de pruebas. La consideracion de los resultados posibles y
sus probabilidades da lugar a la nocién de funcion de probabilidad.

CARA fe CARA | PROBABILIDAD

1 0'1667 1 1/6

2 01625 2 1/6

3 0'1750 3 1/6

4 0'1583 4 1/6

5 01750 5 1/6

6 0'1625 6 1/6
Distribucion de frecuencias Distribucion de probabilidad

Si nos fijamos en la tabla de la derecha., observamos que a cada valor de la variable le
hacemos corresponder su probabilidad. A esa aplicacion se le llama funcion de probabilidad o
funcion de masa de probabilidad o distribucion de probabilidad. La distribucion de
probabilidad es el modelo matematico de la distribucion de frecuencias relativas.

Tenemos asi los conceptos de muestra, variable estadistica, frecuencia relativa y distribucion
de frecuencias como nociones concretas; de los cuales, por un proceso de abstraccion, surgen
los conceptos tedricos de poblacién, variable aleatoria, probabilidad y funcién de probabilidad.

Una funcién de probabilidad como la anterior, es susceptible de una representacion, mediante
un diagrama de barras, andloga a la que habiamos hecho para las distribuciones de frecuencias.

0'1750 01750

1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

Modelo experimental Modelo tedrico
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Definicién

Sea X una variable aleatoria discreta que toma los valores {x;,xi,......... Xn} . LLamamos
funcién de probabilidad o funcién de masa de probabilidad asociada a X a la aplicacién:

f: R-mm-mmmm oo -[0,1] definida como :  f(xX)=P(X=x)

Obsérvese que si x ¢ Im (X) , f(x)= P(X=x)=P(0)=0; en caso de que x=x; € Im(X) ,
f(x;))=P(X=x;) seré la suma de las probabilidades de todos los sucesos elementales cuya imagen
por X sea Xi.

Tambien es importante observar que p(xi)+p(xz)+....+p(X,)=1 ya que es la probabilidad del
SUCeso seguro

Ejemplo:

Consideremos el experimento consistente en lanzar dos monedas y observemos el nimero de
caras obtenidas. E={(c,c),(c,X),(x,c),(X,X)} y la variable X=" nimero de caras" toma los
valores {0,1,2}

la funcién de probabilidad vendra dada por f(x)=0 si x¢{0,1,2};  f(0)= P(X=0)=1/4
f(1)=P(X=1)=1/2; f(2)=P(X=2)=1/4

Ejercicios (solucion al final del tema)

1.- Dado el experimento aleatorio consistente en lanzar dos dados y la variable aleatoria :
X="suma de los valores de sus caras". Construir su funcion de probabilidad y representarla
graficamente.

2.- Una ruleta esta dividida en 36 sectores iguales. Consideremos la ruleta dividida en tres
partes: A que incluye los sectores del 1 al 25, B que incluye del 26 al 35 y C el sector nimero
36. Si el resultado del juego es un nimero de A pagas 50 pts., si es de B ganas 100 y si es de
C ganas 200pts. Haz la funcién de probabilidad y el diagrama de barras correspondiente. ¢ Te
conviene jugar?

3.- Realizamos el experimento consistente en lanzar dos dados y anotar el mayor de los dos
nameros que han salido. Estudia la variable aleatoria a la que da lugar, su funcion de
probabilidad y el diagrama de barras asociado.

4.- Una urna tiene 25 bolas de las que: 4 tienen el nimero 1,5eln°2, 1 eln®3, 1 el n®4, 2 el
n°5,3eln®6,2eln®7,3eln®8,y4eln®9. Realizamos el experimento consistente en extraer
una bola de la urna y anotar el nimero que ha salido. Estudia su variable aleatoria y su funcion
de probabilidad

5. Un jugador tira dos veces seguidas a una diana. Sabemos que la probabilidad de que acierte
en cada tirada es de 0’6. Halla la funcién de probabilidad de la variable aleatoria X={ n° de
aciertos obtenidos} y represéntala graficamente.

FUNCION DE DISTRIBUCION

Sea X una variable aleatoria discreta, definida sobre un espacio muestral E, llamamos
funcién de distribucion de X a una aplicacion que asigna a cada numero real x la
probabilidad de que la variable tome valores menores o iguales que él.

Es el modelo tedrico de la distribucion de frecuencias relativas acumuladas.
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Ejemplo:

Lanzamos un dado y observamos la variable X=" ntmero de la cara obtenida"

la funcion de probabilidad viene dada por f : R----------mmee-- -[0,1] tal que:
f(1)=f(2)=f(3)=f(4)=f(5)=f(6)=1/6 ; f(x)=0 Vx ¢{1,2,3,4,5,6}

Su funcion de distribucién sera: F : R--------=--=--=----- -[0,1] tal que:

0 six<1
1/6sil1<x<2
2/6s12<x<3
F(x)=1 3/6si3<x<4 s FO)=P(X<x)
4/6 si4 <x<5
5/6six<5<6
1six>6

Obsérvese que si queremos hallar, por ejemplo P(X > 2) = 1-P(X < 2)=1-F(2)=1-2/6=4/6

Ejercicio: Hallar la funcion de distribucion de la variable asociada al experimento de lanzar
dos dados y anotar la suma de las caras obtenidas

Propiedades

1. Esuna funcion definida positiva ( F(x) > 0 VX € R)
2. Escreciente (VX,y € R x<y= F(x) <F(y))
3. La gréfica de F es escalonada, toma valores constantes en los intervalos : (—0,X,),

[X1,%2),[X2,X3), ... [Xn,0)
4. LimF()=0  ; lim F(x)=1
X—> —00 X—> 00

Ejemplo: Gréfica de la funcidn de distribucion considerada en el ejemplo anterior

o ———»
5/6 -
4/6 P
3/6 P
2/6 o—
16 | @&—

CARACTERISTICAS DE UNA VARIABLE ALEATORIA DISCRETA

De igual forma que lo haciamos en las variables estadisticas, vamos a definir para las variables
aleatorias unos parametros o medidas que sirvan de promedios y de medidas de dispersion.
Estas medidas caracteristicas seran: Esperanza matematica (E(X)); varianza (c*) y desviacion
tipica ( o)

Pag.5



DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD  IES RAFAEL PUGA RAMON

ESPERANZA MATEMATICA

La esperanza matematica o valor promedio sera el modelo matematico de la media aritmética;
se llama tambien media de la variable aleatoria.

o 2xifi o xafy xof Xnf
Dado que X = Zflil = Elf,l + zzf,z +..+2”—f::xlf,1+x2f,2+..+xnfm:ZXi fi

y teniendo en cuenta que el modelo matematico de las frecuencias relativas es la probabilidad,
parece logico definir E(X)= Z xijpi siendo pi=P(x;)

Se llama esperanza matematica de una variable aleatoria X que toma los valores xi,Xa,....,Xx
con probabilidades respectivas pi,p.,.....,pn @ la media ponderada de dichos valores, es decir:
E(X):X1p1+X2p2+....+ann:2Xi Pi

VARIANZA Y DESVIACION TIPICA

Recordemos que la expresion de la varianza de una variable estadistica es:

Sz_ Z(Xi — )_()Zfi

> =2 (Xi — X)?fy 0 bien $*=X x?f,, -x°

De la misma forma, utilizando probabilidades, definiremos la varianza para una variable
aleatoria discreta como:

o?=2(Xi — E(X))?p; 0 bien &= x?pi— (E(X))?

LLamaremos desviacion tipica de una variable aleatoria discreta X a la raiz cuadrada
positiva de su varianza o=Va? = [Z(xi—E(X))?p;

Ejemplo: Consideremos el experimento de lanzar un dado y anotar el nimero de la cara que
sale. Hallar su Esperanza matematica, varianza y desviacion tipica.

Xi Pi XiPi Xi? Xizpi
1/6 1/6 1 1/6
1/6 2/6 4 4/6
1/6 3/6 9 9/6
1/6 4/6 16 16/6
1/6 5/6 25 25/6

1/6 1 36 36/6
=1 =% S=%
E(X)=Zxipi =% =35 ; 02 = ZxZpi - (E(X))? = § —3'5% = 2'916;

o=Jo? =/2'916 = 1707

OO || W|IN|F
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Ejercicios (solucion al final del tema)

1.- Un miembro del consejo de administracion de una empresa ha comprobado, que si bien
todos los afios tienen una junta, ha habido afios que tienen hasta 5. Por la experiencia
acumulada durante afos, sabe que el nUmero de juntas anuales se distribuye de la siguiente
forma:

N°de juntas | 1,00 | 2,00 | 3,00 | 4,00 | 5,00
probabilidad | 2/15 | 5/15 | 1/15 | 3/15 | 4/15

Se pide:

a) Comprobar que la anterior es una funcién de probabilidad y representarla graficamente
b) La funcion de distribucion y su representacion

c) La esperanza, varianza y desviacion tipica

d) La probabilidad de que en un afio, elegido al azar, se celebren méas de 3 juntas

2.- Calcula la media, desviacion tipica y varianza de la distribucion de probabilidad
correspondiente a la suma de las puntuaciones obtenidas al lanzar dos dados. Halla: P(X < 5);
P(X >10); F(4); F(-2); F(19)

3.- Sacamos dos cartas de una baraja y anotamos el nimero de ases obtenidos.
a) ¢, Cudl es la funcion de distribucion de probabilidad?

b) ¢ Cual es la funcién de distribucion?

c) Calcula la media y desviacidn tipica

4.- Una moneda se lanza cuatro veces. Si X denota el nimero de cara obtenidas, hallar E(X)

5.- Se lanza un dado, designemos por X el nimero doble del que aparezca. Hallar su media y
desviacion tipica.

6.- Sea X una variable aleatoria discreta, cuya funcién de probabilidad es:
X1 0 1 2 3 4 5
P|O01] 02| 01 | 04 | 01 01
a) Calcular y representar gréaficamente su funcion de distribucion

b) Calcular P(X < 4'5) ; p(3< X <45)
c) Hallar su valor esperado, varianza y desviacion tipica.

Pasaremos a continuacion al estudio de las variables aleatorias continuas.

DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD CONTINUA

Consideremos el siguiente ejemplo:

Tratamos de pesar, una tras otra, todas las naranjas puestas a la venta en un almacen, y
supongamos que disponemos de una balanza con precisién de 2 en 2 Dg., esto quiere decir
que las medidas que obtendremos seran del tipo;10 Dg, 12 Dg etc., medidas que no admiten
subdivisiones sucesivas; sin embargo sabemos que la variable peso no es discreta sino continua
y por tanto no admite Unicamente como valores los nimeros reales de los tipos propuestos.
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La Unica razdn de poder obtener sélo un nimero finito de valores radica en la limitacién del
instrumento de medida, de ahi que si en la balanza nos da un valor cualquiera por ejemplo
entre 10 y 12 Dg atribuimos a dicha naranja un peso en el intervalo [10,12], no conociendo su
valor exacto. ( No es posible conocer el valor exacto de una variable continua, de ahi que
medirla consista en clasificarla dentro de un intervalo. los modelos descriptivos de variables
aleatorias continuas se basan en este principio )

Una vez pesadas todas las naranjas del almacen podemos calcular la proporcion de naranjas
con peso dentro de cada intervalo de longitud 2 Dg , y levantar rectangulos con base igual a
dicha amplitud y con area igual a la correspondiente proporcion de naranjas. Asi construimos
el histograma de frecuencias relativas.(figura 1)

Supongamos ahora que compramos una balanza de mayor precision, que mida de un en un
Dg, con ella aumenta la fiabilidad de las medidas que tomamos, no obstante, aunque la
variable peso de forma tedrica es continua, los datos que obtenemos siguen siendo los de una
variable discreta. Construimos el nuevo histograma de frecuencias relativas, en el cual las
bases seran la mitad de las anteriores, y la frecuencia relativa de cada intervalo se distribuira
ahora en los 2 subintervalos a los que da lugar.(figura 2)

=

Figura 1 Figura 2 Figura3 Figurad

Podemos seguir repitiendo el experimento utilizando balanzas cada vez mas precisas y seguir
construyendo los histogramas correspondientes, compuestos por rectangulos cada vez mas
estrechos (figura 3). Sin embargo, llegara un momento en que no podremos disponer
fisicamente de una balanza mas precisa que la Ultima utilizada. Esto significa que la V. A. peso,
aunque tedricamente continua, seguird siendo fisicamente discreta debido a los instrumentos
de medida.

Podemos concebir idealmente un aumento indefinido del nimero de naranjas y del nimero de
sefiales de la balanza, cada vez méas préximas entre si ( estamos pasando de la muestra a la
poblacion, lo que nos exije un proceso de abstraccion), los correspondientes histogramas se
irfan adelgazando mas y mas, puesto que la longitud de los intervalos tenderia a cero, hasta
que la linea quebrada escalonada se transformaria en una linea continua que describira el
comportamiento de la variable estimada aplicado a toda la poblacion ( en nuestro caso
distribucion del peso de las naranjas) (Figura 4)

De esta forma pasamos del histograma de frecuencias, que es la representacion de una
distribucion de frecuencias continua (modelo experimental), a la curva de probabilidad, que
serd la representacion de una distribucion de probabilidad continua ( modelo teorico).
Llamaremos funcién de densidad a esa funcion limite.

Analicemos el histograma para ver las propiedades que tendra la funcion de densidad:
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a) La linea quebrada no tiene punto alguno debajo del eje OX, por lo tanto, en el modelo
tedrico, f(x) >0 Vxe R

b) El area total bajo el histograma vale 1 (por ser un histograma de frecuencias relativas). Por
tanto en el modelo tedrico el area total bajo la curva tambien ha de ser 1; esto es:
I, f(x)dx =1

c)Tanto en el histograma como en el caso de la curva, el eje OX representa la variable. Para el
histograma, la frecuencia de que la variable tome un valor comprendido entre dos nimeros a y
b, viene representada por el area de los rectangulos entre a y b. Por lo tanto para la curva
y=f(x), la probabilidad de que Ila variable tome un valor comprendido entre a y b tendrd que
venir tambien dada por el area encerrada por dicha funcion y el eje OX entre a 'y b ; es decir:
P@a <x< b) = |2 f(x)dx. El conocimiento de la funcién de densidad nos permite hallar
probabilidades por integracion. (Ver figuras en la pagina anterior)

Definicion

Sea X una variable aleatoria continua. Una funcion fR--————————— - R
es una funcion de densidad de X si y solo si:

1) f(x) >0VxeR
2) |7, f(x)dx =1

La funcién de densidad permite definir la probabilidad en cada intervalo mediante el area
correspondiente P(a <x<b) = [>f(x) dx

Observaciones

1.- Ya hemos dicho que la probabilidad de que un modelo de variable continua asigne a la
observacion un valor exacto ( es decir medido con infinita precision ) es cero. Es decir, no
tiene sentido hablar de la probabilidad de un valor puntual. Utilizando la funcién de densidad
observamos que P(X=a) = [af(x) dx =0  ( representaria el &rea de una linea ). Como
consecuencia de ello P(ax x<b)=P(a<x<b)=P(a<x<b) =P(a<x<h)

2.- f(x) representa la densidad de probabilidad en cada punto, no la probabilidad; de ahi que
reciba el nombre de funcion de densidad y no de funciéon de probabilidad como en el caso
discreto. ( P(X=a)=0y sin embargo f(a) puede ser distinto de cero, luego f(x) no representa la
probabilidad)

Ejemplos:

1.- Sea X una variable aleatoria continua con funcién de densidad definida por:

()= 1/6 x+tksi0O<x<3
| 0paratodos los demas valores de x

Se pide: a) Calcular k ; b) Hallar P(1< x < 2)
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a) Si f(x) es una funcién de densidad ha de verificar que _jw f(x)dx =1. En nuestro caso

) 3
1= | f()dx = g(1/6x+ k) dx =1/12x*+kx]o* = 3/4+3k=1 de donde k=1/12

2
b) P(1 < x < 2)= [(1/6x+1/12)dx=1/12x+1/12x]:*=1/2-1/6=1/3

2.- Supongamos que la variable continua X tiene por funcién de densidad f(x)= [xje **
a) comprobar que f(x) es una funcién de densidad
b) ¢cual es la probabilidad de que la variable tome un valor en el intervalo (0,1)?

xe X six>0

_xe i x<0 por lo que f(x)>0Vx € R

A) f(X)={

0 0 0
1 foydx = | —xe*dx+ cf)xe‘xzdx = (112 €%, +(-1/2e**)]3=

=1/2- lim 1/2e™*+(lim -1/2e™*)+1/2 =1

X—> —0 X— oo

b) P(0 < x < 1)=[5xe**dx =1/2(1-e™)

FUNCION DE DISTRIBUCION

Del mismo modo que del histograma de frecuencias relativas se pasa a la funcion de densidad ,
pasaremos del diagrama acumulativo de frecuencias relativas a la funcién de distribucion

Sea X una variable aleatoria continua con funcion de densidad y=f(x). Definimos su funcion
de distribucién como: F \R——————————— -R

N S P(X<X) portanto F(x)=] ftdt

Es la generalizacion al caso continuo del poligono de frecuencias relativas acumuladas cuando
la longitud del intervalo tiende a cero. Como en el caso discreto proporciona la probabilidad
acumulada hasta un determinado valor de la variable
Al igual que en el caso discreto la funcion de distribucion verifica las siguientes propiedades:

1. F(xX)>0 vxeR

2. F(x) es creciente en R

3. lim F(x)=1y lim F(x) =0

X~ 00 X—> —00

Ademas si f es continua F ' (x) =f(x) ( por el teorema fundamental del calculo integral)

Ejemplos:

1.- Sea X una variable aleatoria continua con la siguiente funcion de densidad ( comprueba
que lo es)

()= 1/2xsi0<x<2
~| 0en cualquier otro caso
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Hallar su funcidon de distribucion y representarla graficamente.

SOLUCION
0 si x<0
F(x)= g 1/2tdt =1/4x* si0 <x <2
1six>2
Gréfica de F(x)
1 »

A

2.-La funcién de densidad de una V. A. continua X es:
0 si x<0
f(x)=7 Asenxsi0 <x<n
0six>n
a) ¢ Cual es el valor de A ?; b) Hallar su funcién de distribucion.

a) 1:_§w f(x)dx = (j) Asenxdx = —Acosx]5=2A , por lo tanto 2A=1; A=1/2

0 si x<0
b) F(x)= g Zsentdt=2(1-cosx) si0<x <7

1six>n

3. Sea X una variable aleatoria continua cuya funcion de distribucion viene dada por:

Osix<n
F(X)=1 cosxsin<x<3n/2
1six>3n/2
a)Halla su funcién de densidad y comprueba que lo es. b) Calcula P(z/4 < X < 57/4)
Osix<n
a) Por el teorema fundamental del célculo f(X)=F’(x)=4 -senx si z<x<3z/2 . Comprobamos
0 si x>37/2

0 7.
ahora que es una funcion de densidad: 1) f(x)>0vx < R; 2) | f(xydx= ’ ] 2—senxdx = cosx]¥"2 =
c0s(37/2) - (cos ) = —( 1) 1 Por tanto es una funcion de den5|dad

5n/4
b) P(n/4 < X < 5n/4) = j f(x)dx= | —senxdx= cosx]; Sl — cos(5n/4) — cos(m) = —L +1
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COMPARACION DEL CASO DISCRETO Y CONTINUO

Siendo f(x) la funcion de probabilidad de una variable aleatoria discreta y f(x) la funcion de
densidad de una v.a. continua, nos encontramos con que ambas son las funciones que
acumuladas, en forma de sumatorio en el caso discreto y de integral en el caso continuo, dan
como resultado la funcion de distribucién. Hay sin embargo diferencias notables entre ellas
y,en consecuencia, entre el calculo de probabilidades para las variables discretas y continuas:

1. V.ADD. f(x) representa una probabilidad, P(X=x) y por tanto f(x)<1VX <R ; en el
caso de la V.A.C. f(X) no representa una probabilidad y por tanto puede ser >1

2. V.AD.P(X=x)>0VxeR;V.AC P(X=x)=0 VxeR

3. En el caso discreto nos valemos de puntos para definir la probabilidad; P(X=x)=f(x).
En el caso continuo la probabilidad hallarse en intervalos, debido a ser nula la
probabilidad en cualquier punto, y dicha probabilidad viene dada por el area limitada
por la funcién de densidad en ese intervalo P(a<x<b)=| 2 f(x) dx

4. En el caso discreto cualquier probabilidad es la suma de probabilidades puntuales, en
el caso continuo cualquier probabilidad es una integral definida asociada a un intervalo.

CARACTERISTICAS DE UNA VARIABLE ALEATORIA CONTINUA

Anélogamente a como se hizo para variables estadisticas y para las aleatorias discretas, se
definen para una variable aleatoria continua los siguientes parametros:

ESPERANZA MATEMATICA
Recordemos que: X =X xifi (V. estadistica) y E(X)=2x;pi ( V.A. discreta)

Si tenemos en cuenta que en el caso discreto estamos sumando un nimero finito de sumandos
y en el continuo estamos "sumando™ un ndmero infinito de sumandos infinitesimales ( la
longitud de los intervalos tiende a cero), y teniendo en cuenta también la definicion de integral
definida, se sigue que: E(X)=]7, xf(x) dx (V.A. continua)

VARIANZA Y DESVIACION TiPICA
Siguiendo con el paralelismo entre V. estadisticas, V. aleatorias discretas y V. aleatorias
continuas, se sigue que:
S%=3(x; — X)2f,i (V. estadisticas); a2 =2Z(xi— E(X))?pi (V.A. discretas)
y por tanto o2 =% (x—E(X))?f(x)dx (V.A: continua)
En cuanto a la desviacion tipica sera como en todos los casos: o = /2

NOTAS:

-La mediana sera la solucion de la ecuacién F(x)=1/2; es decir la solucion de la ecuacion
I, f(tydt =1/2
- La moda se definird como el valor de la variable al que corresponde un maximo en la funcion
de densidad y=f(x) y por tanto, si esta es derivable, la moda es una de las soluciones de la
ecuacion f' (x) =0
Ejemplos:

1.- Sea X una variable aleatoria continua cuya funcion de densidad viene dada por:
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()= O0six<00x=>m

| 1/2senx si0<x<z

Hallar su esperanza, desviacion tipica y varianza.

E(X)= ] xf(x)dx = (f) xzsenxdx = 3(-xcosx+senx] § = %

0 n n 2
0% = | (x—E(x)*f()dx = cf)(x —Z)2%senxdx =3 (f)(xzsenx — IXSEeNnX+ ”Tsenx)dx

=1/2(2xsenX-X*cOSX+2C0SX-SenX+mXcosx-n/4cosx] 5= (n?4/4) -2

o=\~ 2
] e*six>0 . - o, .
2.-Sea f(x)= 0six <0 Se pide su funcién de distribucion, esperanza y mediana.
0six<0
F(x)=

j}of(t)dt: (f) eldt=[-e]§=—-e*+1=1-e>six>0

E(X){Z xf(x)dx = O(fj xeXdx=-xe*-e> Jg=1

Me= solucién de la ecuacion F(x)=0'5; por lo tanto 1-e™=0'5 =Me=-L(0'5)=0'69

El 50% de la poblacion esta por debajo de 0'69; si tenemos en cuenta que la media es 1, la
distribucion es muy asimétrica ( piénsese que en una distribucion simétrica la media es igual a
la mediana ). Para comprobarlo con més claridad veamos cual es la imagen de la media en la
funcion de distribucion: F(1)=1-e'=0'63; esto significa que por debajo de la media se
encuentra el 63% de la poblacion.

EJERCICIOS (solucion al final del tema)

1.- Dada la funcion de distribucion de una variable continua X:

0six<0
F(xX)=9 senxsiO<x<z/2  Hallar su funcion de densidad.
1 si x>n/2
0 six<1
2.-La variable X tiene por funcién de densidad: f(x)=1 1/8x+asil<x<5
0 si x>5

a) Calcular a para que sea funcion de densidad, b) Representar las funciones de densidad y
distribucion; c) Hallar la media y varianza.

3.- La variable aleatoria X tiene la siguiente funcion de distribucion:

0 si x<0
F(x)=y x?si0<x<1
1six>1
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a) Calcular su funcién de densidad; b) representar las funciones de densidad y de distribucién;
c) calcular su media y varianza d) calcular P(1/4 < x < 1/2)

. si0<x<1
4.-Dada la funcion:  f(x)= 1+x2
0 para cualquier otro valor de x

a) Hallar C para que sea una funcién de densidad; b) Calcular la esperanza de la variable X que
tiene a f por funcion de densidad

5.- Se lanzan un par de dados corrientes. Sea X la variable que denota el menor de los dos
nameros que aparezcan. Hallar las funciones de probabilidad y distribucion. la media y
desviacion tipica.

6.-Sea X una variable aleatoria cuya funcion de probabilidad viene dada por:
P(X=r)=1/8 (r=2,3,4,5,6,7.8.9). Se pide:

a) Representar la funcion de probabilidad

b) Hallar la funcion de distribucion y representarla

c) Hallar la esperanza y desviacion tipica

d) Las probabilidades P(X>6) ; P(4 < X <75) ; P( X <-3)

7.- La funcion de densidad de una V.A.continua viene dada por:
- 2\1/2 o <
()= c(1-x%) : si [x|<1
0 en cualquier otro caso
a)Determinar c; b) Determinar E(X); c) Calcular P(0 < X < r/4)(* dificultad integral)

0 si x<0

e six>0 siendoa>0

8.-Si una V.A.Continua tiene por funcion de densidad: f(x):{

a) Comprobar que f es funcion de densidad ; b) ¢, puede ser a cualquier nimero positivo?
c) Hallar su funcién de distribucion F(x). ¢ Es F ' (x) = f(x) ?
d) determinar E(X) y Var(X)

9.-La funcidn de distribucion de una variable aleatoria es:

0six<0

FO)=¢ x2 . Hallar su funcion de densidad
m si x>0
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