IES RAFAEL PUGA RAMON ASINTOTAS

ASINTOTAS DE UNA FUNCION

Diremos que una recta r es asintota de una funcion y=f(x) si la distancia entre r y la gréfica
de f(x) tiende a cero cuando al menos una de las variables (x 0 y) tienden a infinito.

En la imagen puede observarse que las asintotas de una funcion pueden ser de tres tipos:

Verticales: la recta t es una asintota de la
funcién porque cuando x tiende a -1 la gréafica
se acerca cada vez mas a la recta t. Obsérvese
que en este caso la variable x tiende a un
namero, pero la variable y ( las imagenes)
tiende

Horizontales: La recta r es una asintota
horizontal de la funcion porque cuando x
tiende a —o la grafica se acerca cada vez mas a
la recta r. En este caso la variable x tiende a —o
y en cambio la variable y tiende a un nimero.

Oblicuas: la recta s es una asintota oblicua ya

que, cuando X tiende a +oo, la gréfica se acerca

cada vez mas a la recta s. Obsérvese que en

este caso ambas variables (x e y) tienden a oo
ASINTOTAS VERTICALES

Observemos las siguientes gréaficas::

A\\/\ﬁ

En todas ellas se verifica que la recta x=1 es una asintota vertical. Si estudiamos el IXirr11f(x) la

vemos que en la primera grafica es +oo; en la segunda -0 y en la tercera es-oo por la izd y +oo
por la dcha.

Definicion: la recta x=a es una asintota vertical de y=f(x) si lim f(x) = +oo

(Por lo tanto para buscar las posibles asintotas verticales de una funcion debemos encontrar
los puntos en los que el limite puede ser infinito.

En la préctica, esos puntos solo pueden estar entre los que anulan el denominador o entre
aquellos que al sustituir quede logaritmo de cero)
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Ejemplo 1: Calcular las asintotas verticales de la funcion Y= "% D R-{2};

ims%5=%=c0=larectax=2es A\V.

Ejemplo 2: Calcular las asintotas verticales de la funcion y—# D=R-{-2,2}
. X2—=3x+2 o. —3X+2 .o 2Xx=3 1
lim “—3~—7— =0, aplicamos L"Hopital: lim —_4 Jim =5 ===

Larectax=2noes A.V.

2 _
lim X 53%+2 _ 12 _ o ja rectax=-2 es AV.
X— -2 X2 -4

Ejemplo 3: Calcular las asintotas verticales de la funcién y=L[(x-4)?]; D=R-{4} (ya que
(x-4)? es siempre positivo excepto en x=4 que se hace cero)

IXirQL[(x-4)2]:L0:-oo:> la recta x=4 es A.V.

Asintotas por la derecha o por la izquierda
Observemos ahora la siguiente grafica

La recta recta x=3 cumple la definicién de
asintota si miramos la grafica a la derecha del 1
3 pero no si la miramos a la izd. Calculando 3 v/

los limites vemos que:

Jim f(x) = 1; lim (x) = —o diremos que x=3 /

es una asintota vertical por la derecha.

Definicion: Diremos que la recta x=a es una asintota vertical por la derecha de y=f(x) si
Jim_f(x) = oo .Diremos que la recta x=a es una asintota vertical por la izquierda de

y=f(x) si lim f(x) =o0.

Ejemplo 1: Calcular las asintotas verticales de la funcién y=e* D=R-{0}
!(I_I:E] el/x =g®

Dado que e** =00 y 6™ = 0 tenemos que calcular los limites laterales:

Jlim el =e==0; lim el =e* = o =Larecta x=0 es A.V. Por la derecha

1
Ejemplo 2: Calcular las asintotas verticales de y=e x2 -1 D=R- -{-1,1}

Los puntos cuyo limite puede dar infinito son: x=1y x=-1. Por las mismas razones que en el
ejercicio anterior, para calcularlos tenemos que hallar los limites laterales.

1 1
Jim ex?—1 =e* =00 lim eX?-1 =e" =0Por lo tanto x=-1 es AV por la izd
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(Si tomamos puntos proximos a -1 a la izd el denominador es positivo, por ejemplo si el punto
es -1’1 quedaria: (-1’1)?-1=0"21. En cambio si tomamos puntos préximos a -1 pero por la
dcha el denominador queda negativo, por ejemplo si el punto es -0’9 tenemos (-0°9)?-1=-0"19)

1 1
Jim ex? -1 =e==0; lim eX? -1 =e" =00 Por lo tanto x=1 es AV por la dcha.

2X

Ejemplo 3: Calcular las asintotas verticales de y=e X% — 4
2X
y=eXx?>-4 D=R-{-2,2}
lim e% =e>*=0; Xﬁ[rzhe% =e™™ =0 x=-2 AV Dcha

X—>—2~
. o2 . 2
I|r2n ex4 = =0; I|r2n ex4 =gt =0 x=2 AV Dcha
X—2~ X—2+
(El razonamiento es el mismo del ejercicio anterior pero en este caso hay que tener en
cuenta también el signo del numerador 2x)

Ejemplo 4: Calcular las asintotas verticales de la funcion y=Lx; D=(0,0)
La gréfica de esta funcién es conocida

2

XIi%n+ Lx = —oo. No tiene sentido hallar el limite por la izd ya . /

que no hay funcion. Por lo tanto, x=0 es A.V. Por la dcha

Ejemplo 5: Calcular las asintotas verticales de la funcion y=L(x*9); D=(-0,-3) U (3, )
(puntos en los que x*-9 es positivo)

Los puntos en que el limite puede dar infinito son aquellos en los que al sustituir queda
logaritmo de cero, esto es x=-3 y x=3 pero, teniendo en cuenta el dominio de la funcion,
cuando x— 3 solo tiene sentido hallar el limite por la dcha (ya que a la izd no hay funcién) y
cuando x— —3 solo tiene sentido hallar el limite por la izd. Calculamos esos limites:

Jim L(x?—9) = -0 = x=-3 es A.V. izd

X@ L(x? —9) = -0 = x=3 es A.V. dcha | L e B onil

NOTA: Una funcién puede tener infinitas '
asintotas verticales Al Y
Por ejemplo la funcion y=tgx cuya gréfica es F
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ASINTOTAS HORIZONTALES ’"1

En la grafica de la derecha, la recta y=0 es una |

asintota horizontal. Vemos que la funcidn se acerca
cada vez mas al eje OX (y=0) a medida que x tiende =1 .
a oo. De esta observacién podemos deducir la

definicion de asintota horizontal de una funcién; |

Definicion: La recta y=a es una asintota horizontal de la funcion y=f(x) si lim f(x)=ay
Jim f(x) =a.

Sisolo el lim f(x) = a decimos que y=a es asintota horizontal por la derecha. De igual
forma definiriamos la asintota horizontal por la izd.

(De la anterior definicidn, se sigue que para calcular las asintotas horizontales de una funcién
hemos de hallar los limites cuando x tiende a +oo y a -co. La funcién tendréa asintota horizontal
si esos limites tienden a un nimero.)

Ejemplo: La gréfica de la funcion y=e* tiene una asintota horizontal
en y=0 por la izd ya que |im e* = e~ = 0. Sin embargo no tiene

asintota horizontal por Ia derecha ya que XﬂrpooeX =e" =0
(1, e

Ejemplo: la grafica de la izd corresponde a la
funcién y=arctgx.

Diasiy La recta y=1 es una asintota horizontal por la
derechay la recta y=-1 es una asintota
horizontal por la izd de esa funcion.

Ejemplo 1: Calcular las asintotas horizontales de la funcién y= x*-3x+1
Jim x? —3x+1=o00; lim x* —3x+1 = co = la funcién no tiene asintota horizontal

NOTA: Lo mismo ocurriria con cualquier funcién polinémica

EjempI02 Hallar las asintotas horizontales de las siguientes funciones racionales:

_ 3x%-2x+4 . _ 2x345x+4 . X2+6x—2
a)y_ T 2x3-8 1 b) Y= 7x—2 C) Y="3x9

NOTA: En las funciones racionales no es necesario hallar los limites en +oo por separado ya
que si el limite es finito da lo mismo en +co.
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. 2_ , .
a) lim %szg“ = 0 = la recta y:O es asintota horizontal

b) Jim ;ﬁ;?ﬁ*‘z‘ = £ = larectay=% Es asintota horizontal

¢) lim *2252 = o0 = la funcién no tiene asintotas horizontales
3x% -
Ejemplo 3: Hallar las asintotas horizontales de la funcion y=e 2x? + 8 ;
3x?> -4
lime2x*+8 =¢ 2 = la recta y=e%? es asintota horizontal de la funcion
2x2 +3
Ejemplo 4: Hallar las asintotas horizontales de la funcién y=e 3x—5
2x% +3 2x% +3

Jime 3x—=5 =e* =c0; lime 3X-5 =e™ =0= y=0es AH izd, no hay AH Dcha
(tengase en cuenta el signo del numerador y del denominador del exponente cuando x tiende a
F00)
X2 -2
Ejemplo 5 Hallar las asintotas horizontales de y=e 2x-1
—x2 -2 —x2 -2
Jime 2x-1 —e™ =o0; lime 2x-1 =e™ =0= y=0es AH dcha, no hay AH izd
Ejemplo 6: Hallar las asintotas verticales y horizontales de la funcién y=e-*?
D=(2, ) (puntos en los que x-2 es positivo)
AV: El unico punto en que el limite puede dar o« es x=2. El limite en este punto solo puede

hacerse por la drecha ya que por la izd no existe la funcién.
limet*2 = e'% == = 0 = No tiene asintotas verticales

Xoo+

AH: Solo podemos calcular el limite en +o0 ya que cuando x tiende a -co no existe la funcion
Jlimet®"2 =g = e** = o0 = No tiene asintotas horizontales

Xosto0

Ejemplo 7: Hallar las asintotas horizontales y verticales de y= (2)(%““54)

Para hallar el dominio miramos los puntos donde se anula el numerador y el denominador;
2x+4=0=x=-2; x-5=0= x = 5. Ahora damos valores en los intervalos determinados por esos
puntos, obteniendo::

Por lo tanto D=(~o0, -2) U (5, )

AV: ) Il_rp f(xX) = L0 = —o0 = x=-2 AV izd; Xllgn f(X)=Loo=00= x=5 AV dcha

AH: lim f(x)=L2=y=L2 es Asintota horizontal
X—to0

i ] . : - 4x2 -2
Ejemplo 8: Hallar las asintotas horizontales y verticales de la funcion y:ﬁ
D=(-0,— /5 JULY/3 ,o0)-{-1}
Jim A;(Xflz J4 =2 (Al ser del mismo grado el limite, en valor absoluto, es el cociente

de los coeficientes principales y el signo es positivo por serlo el numerador y el denominador
en +oo);
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2 _
Xﬁ@% = —2 (signo negativo ya que en —o el numerador es positivo y el denominador
negativo)
En consecuencia, y=2 es AH dcha e y=-2 AH izd
[4x2 —
Lim =2 32 AV =1
x->—1 X+ 1 O

Ejemplo 9: Hallar las asintotas horizontales de la funcién y=(,/x2 —9x —x)

Primero debemos hallar el dominio: x>-9x> 0 = D=(-0,0]U[9, ) En consecuencia podemos
hallar tanto lim como lim

legrgo(,/xz -9x — x) = oo —oo; Multiplicamos y dividimos por el conjugado
Jim((X7=8% —x) - Jim (Vx2=9x —x).(\/x2=9x +x) o X2 Ox—x? _ox

Jm, (/X2 —9x +%) =M o 10 A (A9 1%)
=-9/2 Por lo tanto y=-9/2 AH dcha;

le[rgo(«/xz—9x—x):oo+oo:oo. No hay AH izd

ASINTOTAS OBLICUAS

La funcion representada a la derecha tiene una asintota oblicua en v
la recta y=x ya que la grafica de la funcién se aproxima cada vez

mas a dicha recta cuando X tiende a oo y cuando X tiende a —o.
Que la recta y la funcion se acerquen cuando x tiende a infinito es

equivalente a decir que la diferencia entre sus respectivas alturas
tiende a cero.

La ecuacion explicita de una recta cualquiera es y=mx+n, siendo

m=0 si la recta no es horizontal, dado que la funcién es y=f(x) , la diferencia de sus alturas
viene dada por la resta f(x)-(mx+n). Por lo tanto podemos dar la siguiente definicion de
asintota oblicua

Definicion: La recta y=mx+n es una asintota oblicua de la funcion y=f(x) si

Jim (f(x) — (mx+n)) =0 Si eso ocurre solo en +co decimos que y=mx+n es asintota oblicua

por la derecha. Del mismo modo definiriamos la AO por la izd.

Para que el célculo sea posible tenemos que despejar, a partir de la definicion, los valores de m
y n. Siy=mx+n es AQ, se verifica que lim(f(x) - (mx+n)) =0, dividiendo ambos mienbros de
la ecuacion por x obtenemos: leg(f(—))(() —m-= lemo% -9 _0; Dado que limy =2 =01a
expresion queda reducida a le(f(_;() —m)=0; de donde deducimos que mlejmof(—))((). Volviendo
a la definicion de la AO y despejando ahora la n tenemos|im (f(x) — (mx +n)) =0 =

Xllmo (fx)—mx)=n

Hemos obtnido por tanto que si y=mx+n es AO de y=f(x) se verifica que:

fo

m= lim —~ y n=lim (f(x) - mx)

Existira AO si m es un nimero distinto de cero y n es cualquier nimero.
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2
Ejemplo 1: Calcular las asintotas oblicuas de la funcion yz%

Nota: Como es una funcién racional no hay que diferenciar los limites en o ya que dan lo
mismo

2_
m = Ilm f(X) _ 3XX—44X+2 _ 3X2—4X+2 _3
Txowe X7 X T X2 Ay T
X2 —4x+2 X2 —4x +2—3x% +12x 8x+2

n:xll@o(f(x) —mx) = xllrinoo( X—4 —3) = xlln!o ~X-4 B x'"IJo X—4 =8
Por lo tanto la recta y=3x+8 es asintota oblicua de la funcion
Nota: las funciones racionales tienen AO siempre que el grado del numerador sea superior en

una unidad al grado del denominador

Ejemplo 2: Hallar las asintotas oblicuas de la funcion y=x- \/1_ D= (0,00). Por tanto, si existe
AO solo lo seré por la dcha ya que por la izd no existe la funcion.
( ) _ g :
=lim =~ = Jim(1- ) =1 ;n=lim o) —mx) = lim(x-— -x) = lim ——-=0
Es decw, Ia recta y=x es AO de la funcion por la derecha.
Ejemplo 3: Hallar las asintotas oblicuas de la funcion y= x+e*. D=R
—X
AO dcha: m=Jim —~ 100 _ = lim X+8 - =lim 1_19 =% = 1. Hallemos ahora n:
n=lim (f(x) - mx) = lim (x +e™ -x) = lim e™ = e~ = 0 Asi pues y=x es una AO por la Dcha.

AQO izd: m= lim —— 9 = lim “—— x+e ~ En esta fraccion el numerador es del tipo o — oo, por lo
que no podemos apllcar L’ hopltal Procedemos del siguiente modo: Jim X+e = I|m1+ =
=1+Jim £ = 1 +lim i = —. Por tanto, no hay AO izd al dar m=-oo
Ejemplo 4. Hallar Ias asintotas oblicuas de la funcion y=,/x? - 4x
D=(~,0] U[4,0)
AO Derecha:

' VXZ 4x —Ax—x% —4x —4
m=| =1 n=lim(VX2=4x —x) =lim~-———=lim————— = - =-2

i = = 1:n=fi( ) \/7+x e XIZAX +x 2
AO derecha y=x-2
AO lzquierda

X2~ 4x —Ax—x2 —4x 4

M=] —:—1 Jim(Vx?=4x +x)=lim~-——"—=lm———— =5 =2

X—[Dgo n= ( ) \/74)(_)( X—00 X2—4X —X 2

AO izquierda y=-x+2

NOTAS: 1. Una funcion puede tener al mismo tiempo asintotas verticales y horizontales
2. Una funcion puede tener al mismo tiempo asintotas verticales y oblicuas
3. Una funcion no puede tener al mismo tiempo y por el mismo lado una asintota
horizontal y otra oblicua
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REPRESENTACION GRAFICA DE FUNCIONES
Los pasos para representar graficamente una funcion son los siguientes:

1. Dominio

. Reduccién del dominio ( periodicidad en caso de funciones trigonométricas y simetria en las
restantes funciones)

. Puntos de corte con los ejes

. Intervalos de crecimiento y decrecimento

. Extremos relativos con sus dos coordenadas

. Intervalos de concavidad y convexidad

. Puntos de inflexién con sus dos coordenadas

. Asintotas

n el caso de funciones a trozos debemos también estudiar su continuidad y derivabilidad.

N

Mo N ol AW

Veamos a continuacion como se estudia la simetria y los puntos de corte con los ejes, Unicos
elementos no tratados con anterioridad.

SIMETRIAS N 7
Definicién X 7
Decimos que una funcién es par o simétrica respecto al N @ x
eje OY si vx eD se verifica que f(x)=f(-x) /
Por ejemplo la funcion de la gréfca de la derecha es par ‘ 7
Yy, en consecuencia simétrica respecto al eje OX s
Definicion
0 /  Decimos que una funcién es impar o simétrica respecto al
origen de coordenadas si vx €D se verifica que f(x)=-f(-x)
f(x)
- L . P_or ejgmplo la funcion (_je la grafca de la izquierda es impar o
/ simétrica respecto al origen de coordenadas
-fix)
f
.'l.l
x2+1 2x° - 3x8

Ejemplos de funciones pares: y=x*-3x?+2; y= i3 YT ey
2x2+4

Ejemplos de funciones impares: y= X*+7X; =2
Ejemplos de funciones que no son simétricas: y=3x>-5x+4; y=2x>-3x3+1; y=

X2 +2
X3 +x2 - 3x

PUNTOS DE CORTE CON LOS EJES

y=100

Los puntos de corte con el eje OX seran los resultantes de resolver el sistema{ y=0

y=f(x)

El punto de corte con el eje OY sera el sesultado de resolver el sistema{ <=0

Pag 101



IES RAFAEL PUGA RAMON ASINTOTAS

La funcion puede cortar al eje OX en distintos puntos, sin embargo al eje OY lo puede cortar

como maximo una vez ( en el punto (0,f(0))

Ejemplo: Puntos de corte de la funcién y=x*-4 con los ejes coordenados:

Corte eje OX: { y=xt-4
y=0

x2—4

=0

Ejemplos de representacion gréfica

Ejemplo 1. Estudio y gréfica de la funcién y=x*-3x*+2

D=R; f(x)=f(-x) por lo tanto es par

= x%2-4=0= x=+2. Puntos de corte: (2,0) y (-2,0)

Corte eje OY{ y=X = y=-4. Punto de corte: (0,-4)

|
Cortes ejes: eje OX Y=o, ) 2 Puntos(1,0),(-1,0),(V2 ,0), (-/2 .0)
y=x*-3x%+2

<=0 =Punto (0,2)

Eje OY: {

/6
)

x=0
Y’ =4x3-6x=0= - /6 dando valores se obtiene que fes decre(—co, — f YU (O,
!

— f ,0)U (@,oo) ; los puntos (—@,—%) y (@,—%) son minimos y (0,2) maximo
/2

y”:12x2-6=0:>4_rTz; dando valores I |

22 2z |

2 .
f es convexa en(—eo, —~7—) U (=5, ) concava en (=5, ~-) |

. (-%,%) y %,%) puntos de inflexion. | A .

Es continua en R y por tanto no tiene AV; lim ' £y .

x4 —3x2 + 2 = o luego no tiene AH; | /
Lo x4 —3x2+2 . \ ke il
lim =———= = copor tanto no tiene AO W %

Ejemplo 2: Estudio y grafica de la funcion y:X2X‘+—X;3 . = T . ¥ |

D:R-{Z}, .:,r;—. =3t +2
f(X)#f(-x) y f(x)=-f(-x) por tanto no es simétrica
_ x2-x+3
Cortes ejes: Eje OX { Y= x+2  =x2-x+3=0= no corta al eje OX
y=0

creciente (

_ x2—x+3
EjeOY{ Y="X%2 =punto (0,3/2) y

x=0
X2 +4x—-5 _ X=-5
Y’= xi27 ~0= { i1 dando valores ~.
Es crec (—«,-5) U (1,); decrec (-5,-2)u(-2,1) - x
(-5,-11) maximo; (1,1) minimo
Y’’=, dando valores antes y despues de x=-2 se

Y = x4 2)3
obtiene que f es concava en (-o,—2) y convexa (-2,%)
No tiene puntos de inflexién

2
lim X =XE3 _ 5 _ oy AV x=-2

: xi=x+3
= r+ 2

r_,______d
.
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Ejemplo 3: Estudio y grafica de la funcion y=;-
D=(0,)-{1}. Debldo al dominio, no se puede estudiar la simetria. Cortes ejes:

Eje OX y= IE)X =x=0¢ D =No corta al
y=

eje OX; tampoco al eje OY dado que

x=0 no tiene imagen. y’:ﬁ —0=

x=e dando valores obtenemos decrece
(0,2)u (1,e), crece (e,»). (e,e) minimo

1 —LX+2 2
y XX =0=>Lx=2=x=¢

Dando valores es conca (0,1)u(e?, ») ,* ‘
Convexa (1,6?); pto inflexion (e%,e%/2)  — g ]
AV |imi=%=0 No hay AV en x=0 .
lim % —l =0 x=1 AV

x1 LX 0
AH Dcha lim —: Imflol_/x: lim x = oo
No hay AH

1 _1
AO Dcha : m=Jim - = lim 15 =% =0
No hay AO.

Ejemplo 4: Estudio y gréafica de y=(x-1)e*

D=R; No es simétrica . Cortes ejes

Eje OX { y= (;:é)e'x _x=1. Punto (1,0); Eje OY Eje OX { y= (Xxjé)e_x
y’=e*(-x+2)=0, x=2; dando valores:  Crece (-, 2) decrece (2,:0); Maximo (2,e?)
y’’=e*(x-3)=0, x=3; dando valores Cdncava (—x, 3), convexa(3,); pto inflexion (3,e7).
No tiene AV al ser continua en R
AH Dcha Jim (x-1e™ = lim X51=

=y=-1Pto (0,-1)

1
ex

= & =;y=0 AH Dcha

X—=+00

AH lzd Jim (x - 1)e*=-w.00 = -0 No tiene AH izd podria tener AO

AO Izd m= Jim F=DE" _ jjy £ 1e?

X—>—00 1

= lim e*(-x+2)=o No tiene AO lzd

wr

(x-1e™ } i

1 i E! Et 1 i ] El ¥
Y
.

“f.6
]
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Ejemplo 5: estudio y grafica de y=x.e™/*

— ya—1/x
D=R-{0}; No es simétrica. Cortes con los ejes: Eje OX { y= ieo =Xx=0¢ D =No corta al eje
OX; tampoco al eje OY dado que x=0 no tiene imagen.
y’:e'l’x.hx1 =0 = x=-1y’=e-1/x., como ademas x=0¢D hay que dar valores tenoendo en
cuenta esos dos puntos y obtenemos: Crec (—ow,~1) U (0,); decrex(-1,0); maximo(-1,-€)
y’= e-lfx Concava (-«,0), convexa (0,:0); No tiene
punto de inflexion. AV Dcha: limx.e*=0.e7 =0
No tiene AV dcha.

e UX(1x?)
-1x — T
AV izd Jimxe ™ =lim =7- = lim —— 75— =

=lim e‘l/x == x=0 AV lzd

x-0-
AH  Jimxe™ =o0.e®=c0.1=c0. NO tiene AH
-1/
AO m=lim *6— =lir —e0=1
=1Ux _
N=Jim(x.e% —x) =Jimx.(e ¥ - 1) =Jim &1

Ux(1/x2 e ke e ..
. €7 X . -
=lin 1 =lim —e=-e’=-1

AO y=x-1

e—l/x

Ejemplo 6: Estudio y gréafica de y=y/x? - 2x
=0

X?>-2x=0= Dando valores D=(-,0]U[2c). NO es simétrica

Cortes Ejes (0,0) y (2,0)

y —2—12EI denominador es positivo, X-1=0=x=1; dando valores y teniendo en cuenta el
Xé —£X

dominio obtenemos decrece (-«,0) y crece (2,:0). No tiene extremos relativos.

y’= -1 El denominador es positivo, debido a su dominio, el numerador es

(X2 — 2X)4/x2 = 2x
negativo, por tanto f es concava en todo su dominio. No tiene puntos de inflexion.
AV no tiene al ser continua en su dominio.
AH lim Jx?-2x =0 No tiene AH

AO Dcha: m=Jim ~——~— 2X =1; N=Jlim (VX2 -2x —x) = lim “—=—"—
AO lzd: m=Jim ~——— 2X =-1; N=im (VX2 = 2x +X) = Jim “—52="—

Por tanto y=x-1 AO Dcha,
Y=-x+1 AO lzd
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ASINTOTAS Y REPRESENTACION GRAFICA DE FUNCIONES: EJERCICIOS

A) Calcula las asintotas de las siguientes funciones:
3x 2x2 -1

L y=3X=112.y= X =9 3 y=L(x-3); 4. y=e¥4; 5 y=e X2 —4; 6. y=e  3X

7.y= (X+3) 8. y=e¥; 9. y=L(-x+2); 10. y= (X+1) 11, y= (§+%) 12, y=eLeD)

33X

2
13. y=xt-6x+1; 14, Y—szi”—gxig, 15.y=e X2 -9 : 16. y=

3x-2
X+1

) 18, y= X2 +2x+1 3x2

X—=2 19y= 2x+1’20y—

17, y=L (2=

22.y=\/x?-1;23. y:eXX

§§2+4 25.y=\/3x? + 2; 26. y=2x 1 4
27.y=yx2-9;28.y=y/4-x? ; 29. y=Lx; 30. y=x.Lx; 31. yzﬁ; 32. y:%

B)Representa graficamente las siguientes funciones:

N2 D ey | w3 vey el 4 ymeP B ouell x| @ y=Xit 3.7 4X
1. y=x*-2x% 2. y=x.Lx; 3. y=x.e¥; 4. y=e¢™"; 5. y=|Lx|; 6. y= 1 Y2 .a
8.y=vx?-1;09. y— | x+‘ ‘ 11. y=-2%: 12, y=e*. /X ; 13. y=Ix = 3| +|x - 7|

x|’
2
- XZ,17y——X2 18. y=/x2 —4x+ 5

X+2

14. y=e*(x - 2); 15. y=senx+cosx; 16. y=

19. y:L(e_X;eX); 20.y=+3 ng ; 21. y:ele—l; 22. y=tg?x; 23. y=4x eX ; 24, y—

25. y=(x- 1)eX' 26. y=¢™’ 27 y=x%e™; 28. y——No estudiar su concavidad; 29. y=L(x? —
30. ;y=yx%2-x ;31 Y=1 | K 132, y=

‘/7
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Soluciones ejercicios asintotas

Ly=3=LD=R-{-1/2}; AV: lim_(x)= 5% =00 = x=-1/2 AV

AH: limf(x) = 3/2 = y=3/2 AH. Como tiene AH no tiene AO

_ X2 -9 2 X:_Z.- _ -5 _ _
2Y¥=%r y_g X —x-6= 03{ <=3 imf(x) =5 =0 =>x=-2AV

: 0.1 'sgAnital- [i 29 s
limf(x) = 5 L’Hopital: lim g = lim 375 = = 2:no hayAVenx=3
i X2=9  _ _
AH)I(I—[QXZ——X—G =l=> y—l AH. No hay AO
3. y=L(x-3); D(3,0); AV : Iirn+ L(X—3) = L0 =o0. x=3 AV Dch. |im L(x—3) = Loo =00 = No0 hay

AH. A0 mElim 52 = 2 = melim <52 = lim Y% =L = 0= no hay AO
5 5
4.y=eX+1;D=R-{-1}; AV: limex +1 =e> por tanto hay que hacer los limites laterales:
_5 _5
lim ex+1 =e>=0; lim eXx+1 =e** =00 = x=-1 AV dcha.
X—->—1- X->—1+
5
AH:limeXx+1 =e® =1 = y=1 AH
3x 3x 3x
5. Y=eX?-4;D=R-{-2,2}; AV: Xli[r21_e X2-4 =g = O;XIi[r21+ ex?-4 ze™ =0 >
3x 3x
x=-2 AV dcha ; XIir2r1_e X2—4 == =0; XIir2n+e X2—4 et =0  x=2 AV Dcha
3X
AH Xlﬁlrrgoex2 4 =e%=1;y=1 AH
2x° -1 2x° -1 2x° -1
6.y=e 3X ;D=R-{0}; AV XIir(p_e X =e™=ou; XIirgle X =—e*=0>
2x° -1 2x° -1

x=0 AV Izd. AH lime 3Xx =e™=0;lime 3X =e™ =oc=y=0AH izd
2a2-1 12x2-(2x2-1).3
— II e Kl 9X2

2xz2-1

Como por la dcha no hay AH puede haber AO. M= lim €

X—-+00 1
XZ' 2
legrgoezaleBXng?’_e*w6_ooNohayAO
ry=L3t3) L N
D=(—0,-3) U (2, ) -3 2
X+3 _ _ : X+3Y_y . _ -
AV: lim L(343 32) L0 =00 = x=-3 AV lzd. lim L(X%3 ) = Lo =0 = x=2 AV Dcha
AH lim L(3£3)=11=0= y=0 AH

8. y=e'* D=R-{0}; AV Jime'* =e™ =0; lime'* =&** = o0 = x=0 AV Dcha
AH lime¥* =g’ =1=y=1 AH

X—to0
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9. y=L(-x+2) ; -x+2>0; Xx<2= D = (-, 2); AV XI|r2n L(-x+2)=L0=00=X=2 AV izd
AH 1zd: lim L(-x+2)=Loo=00 No tiene AH.
L(— + 2)

AO lzd: m=lim = lim =z =% =0 No hay AO.

X—>—00 1

x+1 -
10.y= (1 x)
D=(-1,1). No tiene sentido hallar las AH ni las AO

|
-1 1

AV: IIm L(X+1) LO =o0; IIm L(X+1) Loo =0 = x=-1 AV Dcha, x=1 AV lzd.

1 (X+1). + - +
11. y"‘(x—l)’ 1’ 1
D=(—0,-1) U (1,)

AV: lim L(22) = L0 = oo lim L(3L) = Loo =00 = x=-1 AV lzd, x=1 AV Dcha
AH: AV lim LX) = L1 0 = y=0 AH

12. y=et**D x+1>0= x > -1 = D=(-1,0)
AV: Xli[r11+eL(X+1) =el0 =g~ =0 No tiene AV

AH: lime-t+D = et — e** = oo No tiene AH
pleen el gL0+D) A -
AO: m=lim ~—x :Xllmo 1 =lim R Al aplicar L"Hbpital este limite no se

determina. Sin embargo al ser el numerador una funcion exponencial y el denominador un
polinomio sabemos que este limite tiende a infinito. Por tanto no tiene AO

13.y=x*-6x+1; D=R. No tiene AV; limf(x)=co = No ti ene AH.
AO im *=21 = oo No tiene AO

xX3-3%x%+2 ..., _ . y _ .
14.y= o231 ; 2x“-3x+2=0 No tiene solucidn, por lo tanto D=R. No tiene AV

limf(x)=c0. No tiene AH.

. x3-3x%2+42 —3x%+2 —33+2-x3+3/2x2 —x _

1 X3P +2 1,k
m_igp/022>2<3—3x;+2x‘2 ’”‘!'Igzxz 3x+2 2X=lim 2X2 — 3%+ 2 =
— Xe =X+ -3/2 -3
3X

15.y=e X2 ~9 D=R-{-3,3}. AV lim es =e~ =0; lim e«*s =e* = oo x=-3 AV Dcha
Iim ex% =e*=0; Iir?p+ ei2s —e*™ = o x=3 AV Dcha
 lim exs =e® =1y=1 AH

X—too

16. y= 3X 12 - 3x-2=0= x=2/3, x+1=0=> x=-1 * — *
X+ -1 2/3
D=(—0,~1) U[2/3, )

AV lim f(x)=00=> x=-1 AV Izd.; lim fx)=0 AH: lim |3X=2 = /3 = y=/3 AH
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17. y=L (X574 ), xe-4=0= x=£2; x2-10 x=£1. S SR
D=(-,-2) U(-1,1) U (2, ) 2 -1 1 2

AV XIi[rz1_f(x):L0:oo; XIir2n+ f(X)=L0=o0; XIi[r11+f(x):Loo:oo; XIirln_ f(X)=Loo=c0 =
x=-2 AV lzd, x=2 AV Dcha, x=-1 AV Dcha, x=1 AV lzd
AHXIjQrgO f(x)=L1=0 = y=0 AH

X2+ 2x+1

18 y= = ; X2+2x+1=0 = x = —1. Dando valores antes y después de ese valor
observamos que x?+2x+1> 0Vx € R, por tanto la raiz existe siempre=>D=R-{2}
AV!(irgf(x):% =0 = x=2 AV

2 [y?2
AXTE2XAL g iy AXEE2XEL o nto y=1 AH Dcha, y=-1 AH Izd

H: Jim, X—2 i, X—2 B

19, y=3 =5 934120 x = —1/2; D=R-{-1/2}; lim =5 _ =L1/4 _ 115 AV

2X+1° ) x>-12 2X+1 0
AH: lim3£—=> = . No tiene AH,
o 3x2-5 3 3x2-5 3.}, 3x2-5-3x2-3/2x . -3/2x-5 -3
AO: m= xll—ql/z x2+x ~ 20" m( 2x+1 _ZX)_MQ 2X+1 =M1 =4
) x=%x—%AO
20y=—2 7 x2 ~1=0=x=+1; D=R{-11}; fim 5 =L =0 lim Xy =L -0
Y X2 - T ! ’x—>—1X2 T 0 T x2=1"0"
x=-1yx=1AV.
] x3
AH. lim—"— =
X _13 3 33
e i X e X=X A e
=Ln= )I(Lrg(x2_1_x)_)l(l—>oo X2_1 _)I(I—>oox2_1_0 y_XAO
21. y=x.e¥*; D=R-{0}; lim xe™ =0.e™ =0.0 =0 No hay AV en x=0 por la izd.
o elX(=1/x2 )
lim xe® = 0.e* = 0.0 Indeterminado. lim xelx = lim € —lim ( ) _ lim el

1/x ~ x-0+ (—1/X2) T -0+
—e+°° =o0; X=0 AV Dcha
: lim xe”X =00.6% = 0.1 = oo No tiene AH

X—too

1
AO: m—Xllgrgoe—X = lim e“x =e’=1n=lim 1 (xe™ —x) =lim x(e”X 1)=.0
1 el -1 _ M 1 _1y=
xI—Igc]o x(e " -b= xI—IIFrc]o 1/X - XI—I>ioo —1/x2 - x|_|>m e =e"=1ly=x+1 AO
22.y=yx? -1 ;x*>1=0=>x ==+1 Ll - +
D=(—o0,-1]U[1, ) -1 1
No tiene AV ya que XIir_n1 f(x)=0y IXirr11f(x):0
AH: lim f(x)=00 No tiene AH
X—to0
2 _
AO dcha: m=Jim X L 1;
n=lim («/x2 1x-— x) oo —oo Multiplicamos y dividimos por el conjugado
(,/x2 —x) (./x2 1 +x) 2 2
I 2_1 _ T H x“=1-x N H -1 -
n=Jim(Vx?~1 -x) = Jim (/X2—1 +%) =l s =M G =0

y=x AO dcha
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AO izd: m:XLir_rgo X X =-1;
n:XLir_rgo(«/x2 -1x+ x) =o—oo Multiplicamos y dividimos por el conjugado
(Vx2=1 +x). (./x2 1-x)

— 1: 2 _ L X“=1-X -1 -
n= lim(V/x2-1 +x) = Jim (T %) = Jim =5 5 = dim (m o = ===0
y=-x AO lzd

23. y=ox -1=0=>¢e*=1=x=0 D=R-{0}
1

AV!Lmex 1_3’!Lmex 1 =lim2x =1. No hay AV
AH Dcha :Jim eXX 1= %(+£O_1 = % Indeterminado; Iim X 1 :x[ﬂ'loe_lx =%=0
y=0 AH dcha. AH Izd Jim 71 =71 =107=2No hayAH Izd

_ 1 1 1 ..
AO lzd: m= lim x(eX 1 Xll[rgo 1= e—w—l =571 =-L
n=Jim (X +x) = im XXX jim € = () = Jim 1K = (+0) = Jim ghe =+ =0

(*)Dividiendo numerador y denominador por e
(**) Ese limite es del tipo =. Aplicamos L"Hopital

Por tanto y=-x AO izd

24y_§§2+g 3x2-5=0=x==+ /53 : D=R-{-/5/3 , /513 }
lim f(x)=c0; x=-,5/3 yx=,5/3 AV

x-+,/5/3
AH Jim §§2 +4 _ 5 No hay AH
AO m=[im ?’ZXX3 —+54x %

—i 23 14 2.) _pien 2X3+4 —2x3 +10/3x 10/3x+4
n=linf 555 - $) =lim 3% -5 =lm=3e 5 =0
y=2/3x AO

25. y=y3x2 +2 . D=R ya que e radicando es siempre positivo. No tiene AV
AH: legrgo J3x“+2 =00 No tiene AH

/ 2
AO Dcha: m= lim ~—5—— 3X =/3;n=lim(/3x2+2 - /3 %) = (x) =i 3X*+2-3x>  _

A X2+2 +./3x
T 2 2

= lim o PN =0; y=/3 x AO Dcha

La AO izd se haria de forma similar pero tenindo en cuenta que cuando x tiende a menos
infinito el signo de x es negativo y el de la raiz es positivo por lo que m=- /3 ; n=0.

AO izd y=- /3 x

26. y=y2x+4 ; 2x+4=0= x =—2; dando valores vemos que 2x+4>0 en el intervalo [-2, «0)
que constituye por lo gtanto el dominio de la funcion.
XIi[r21+ f(x)=0. No tiene AV

AH Dcha lim y2x+4 = o No tiene AH Dcha.

AO Dcha m= I|m —”2X+4 =0 Por tanto no tiene AO Dcha

Teniendo en cuenta el dominio de la funcién no tiene sentido hallar el limite cuando x tiende
a menos infinito, por tanto las AH u AO por la izd.
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27. y=Jx?>-9; x*-9=0= x = +3 Ll - +
D=(~00,-3] U [3, «0) -3 3
No tiene AV ya que XIlr_n3 f(x)=0y Ixiigf(x):o
AH: lim f(x)=00 No tiene AH
x2 -9

AO dcha: m=Jim =1;
n=lim (./x2 9x— x) oo —oo Multiplicamos y dividimos por el conjugado

n=Jim(/x2=9 —x) = Jim (D=9 (-9 +x)

. XZ 9 XZ .
(Vx2-9 +x) =Jim, = =lim (mﬂ) =0
y=x AO dcha
2 —
AQ izd: m=lim VXX 9 =1

n:XLir_rgo(«/x2 -9x+ x) = —oco Multiplicamos y dividimos por el conjugado

(-9 +x) (JXZ——X)

s 2 _ T : X2-9-x2 -9 -9 —
n= lim(V/x2-9 +x) = Jim (/-9 —x) =)im 5 5 =M s = == 0
y=-x AO lzd
28. y=14 —x? 4-x>=0=> x =12 - + -
D=[-2,2]; XIir+n2 f(xX)=0= No tiene AV -2 2

No tiene sentido hallar lim f(x), por lo que no tiene AH ni AO
29. y=Lx; D=(0,0); Iim Lx = = x=0 AV Dcha

Lx 1/

Jlim Lx = o0 = no tiene AH; AO: m=Jim ¢ = lim =* = 0 = No tiene AO

Lx 1/x
1x = xllron —1/x2 ~

30. y=xLx; D=(0,); I|m XLx = 0.00 Indeterminado. I|m XLX = I|m

2
—Xllrn+ — = I|m —x =0 No tiene AV

Jim XLX = 00.00 = oo No tiene AH
lim 22X Jim Lx = o No tiene AO
X—>+00 X—>+00

31. y— Lx solo existe si x>0, ademas no puede ser Lx=0 por estar este término en el
denommador Lx—0:>x—1 Asi pues, D=(0,c0)-{1}

AV IIXrOn Y= ® 2 —0no AV en x=0
imx = % =R x=LAV
AH Dcha Jim Ilm Tx = Jim x =00

AO Dcha | I|m 1 X —Ilm x % = 0 No tiene AO dcha.
Por la |zd no tiene sentldo hallar los limites dado el dominio de la funcién.

32, y=LX D—(O )

AV: lim LT = 3 = oo Xx=0 AV Dcha. Teniendo en cuenta el dominio no tiene sentido hallar
el limite por la izd.
AH dcha lim 5 Lx = lim 1T/X = l =0; y=0 AH dcha. No tiene sentido hallar el limite

cuando X tiende a menos |nf|n|to.
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SOLUCION EJERCICIOS REPRESENTACION GRAFICA FUNCIONES
1. y=x*-2x*
D=R; cortes (0,0); (V2 0), (- /2, 0). Funcion par, simétrica respecto al eje OY,
Xx=0
Y =4x3-4x=4X(x?-1)=0=> {1 X = 11 - _!1 !0 K]
X —_— —

Crecient(-1, 0) U (1, o) ; decreciente (-o0,-1)U(0, 1); yoxe2x2
méximo en (0,0); Minimos en (-1,-1) y en (1,-1).

y’=12x%-4=0 =x=-1/./3 ; x=1//3 y dando

valores en los intervalos correspondientes se

obtiene: convexa

(—o0,-1//3) U (1//3 , 0); concava (-1//3,1//3)

Asintotas: no tiene
2. y=xLX
D=(0,00); cortes (1,0); y’=Lx+1=0=Lx=-1=x=¢!

y dando valores en los intervalos correspondientes
obtenemos:

Creciente (1/e, «0); decreciente (0,1/e); y=xLx
(1/e,-1/e)minimo

y’=1/x>0 en todo el dominio. Por tanto es
convexa en (0,%0)

AV: Iim XLx = 0.c0 indeterminado

Lx X

X0+ 1X ~ xoot —1/x2 ~ xllm+ =0 \/

lim xLx = I|m = lim

Por tanto no tlene AV
: Iim XLX = 00.00 = oo NO tiene AH
AO: m=Jim XLX = Jim Lx = o No tiene AO

3. y=xe*
D=R-{0}; cortes no tiene;

y’:e1/X(1—1 e”X( X ){ (1) y dando

valores en los intervalos correspondiente
obtenemos: Creciente (-0, 0) U (1, )
decreciente (0,1). Minimo en (1,e)

y’= X%elfx; dando valores antes y después del
cero se obtiene concava (-, 0); convexa (0,o0)
AVlim lim xe® =0.e~ =0.0=0;

lim xe* = 0.e* = 0.c0 indeterminado

. —1/x%.e
I|m xelx = I|m = lim =
1/x — xs0+ —1/x2

—)!Iroq el = oo = x=0 AV dcha.  AH lim xelX = oog® = o0. No tiene AH:;
-1

B 1/x B B B B X
AO m=|im % = lime' =e® = 1: n=limxe!* —x = [imx(e¥* — 1) = lim &
 _1ptetk o o x>0 x>o /X
lim 25— =e0 =1 = y=x+1 AO

X—00 —1/ 2

y:xellx

el/X
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4. y=e‘X2
D=R; no corta al eje OX, corte eje OY (0,1);
Es par, simétrica respecto al eje OY

y=ex*

y’:—ZXE‘X2 decreciente (0, «), crec.(—oo, 0)
Maximo en (0,1) .
y’=e**(4x2 —2) concava (-1/12 ,1//2)
convexa ((—oo,—1/42 ) U (1//2 , ).
X=-1/J2 yx=1//2 puntos de inflexion
AV no tiene. AH: lim e =g =0;
lime™ =e =0= y=0 AH

5. y=|LX|
La gréfica puede hacerse a partir de la de la funcion y=Lx que es conocida

[

No obstante, si queremos estudiar sus caracteristicas lo haremos a partir de la funcion
—Lx si O<x<1
Lxsix>1

y=|Lx]|

definida a trozos. y:Lx:{ D=(0,0); cortes (1,0)

—1/x si 0<x<1 _ |
’:{ X SITeX No es derivable en x=1. En (0,1) y’<0 luego f es decreciente. En

1/x si x>1
1/x2 si 0<x<1

2 six>1  convexa(0.1), concava (1,00);

(1,00) y’>0 luego f es creciente. y”={

(1,0) es un punto de inflexion
AV Xlir(p+ |LX| = 00 = x=0 AV Dcha; AH lim |LX| = Loo =00 No tiene AH por la dcha. Por la

izd no tiene sentido mirarla dado cual es su dominio

. |Lx . . .
AOQ: ;nlelmol—xl = Xllgrgo% = XllgrgolTh( = % = 0 Luego no tiene AO
_X°+3
6.y w1
D:R-Z{l},No es par ni impar Ptos corte:(0,-3) s <y
y’:% ; creciente (—oo, —1) U (3, ) x1

decreciente (-1,3)-{1}. Maximo:(-1,-2),

Minimo(3,6); y”:% convexa(1,),

concava (-, 1). No tiene puntos de inflexion
AV: limf(x) = 5 =0 x=1 AV
AH:]imf(x) = c No tiene AH;

. f . y2
AO m=lim (;() = lim X2+3 =1;
—00 —>OOX —X
n:"m(xz_+3 _X) _lim X5 3=X2+x _
x—1 - -

x=1

\

lim x—1 lim>—7 =1 Luego y=x+1 AO

>
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ry= x24f 4

D=R. Cortes ejes (0,0)
Es impar, simétrica respecto al origen
—4x? +16.

decreciente en (-00,-2)U(2, )

&

X2+4

ASINTOTAS

SN

Y= +4)2
creciente en (-2,2). Maximo (2,1),

. e 8X3 — 96X x(8x’-96)
Minimo(-2,-1); y’’= (X2 + 4)3 = X(X)2(+4)3

Convexa (- /12 ,0) U (/12 , o0);

concava en (—oo, — /12 ) U (0, V12 ); pts inflexion x=-,/12

No tiene AV, AH y=0

8.y=vVx?-1

D=(—o0,-1]U[1, x); cortes (1,0),(-1,0)

y'= ZX =Y'= Creciente (1,00); dec (-o0,-1)
X —

No tiene extremos relativos.

y'= = ; y”’<0 en todo el
JX2-1(x2-1)

dominio, por tanto y=f(x) concava en su D

Xx=.12 , x=0

AV no tiene; AH no tiene
«/xz -1

-1

AO dcha: m= I|m =1;

1

n=lim («/x2 - x) oo —oo Multiplicamos y dividimos por el conjugado

=1 —x).(Jx2-1 +x)
(Vx2—

1 +x) =lim,

o= lin(T ) = i
y=x AO dcha

x2=1-x?

(el

H -1 —
=M e -

AO izd: m=-1 ( se hace de igual forma pero la raiz que aparece en el numerador mantiene
el signo positivo mientras que a x que aparece en el denominador es negativa, por tanto el
limite sera -1 en vez de 1); n=0 ( se hace de forma similar al limite por la dcha pero
teniendo emn cuenta que al ser x negativa el quimo(./x2 —1x-X)=w+o0y encambio

le(,/xz -1x+ x) =0 —o0). Asi pues y=-x AO izd.

g y=-X —{ ‘i; six<-1
X+1 | X5 six>-1
D=R-{-1} ; cortes ejes (0,0)
, (‘sz‘f)é si x<-1
V7] i

De los resultados obtenidos a través del
signo de y’ obtenemos que la funcion
Decrece (—o0, —2), crece (-2,-1), decrece

(-1,0), crece (0,00). X1
NOTA: -x*-2x=0 = x=-2, pues la otra raiz

x=0 no es menor que -1. Por tanto, para saber el signo de la derivada damos por tanto
valores en (—oo0, —2) yen (-2, 1). Lo mismo ocurre con x*+2X, su Unica raiz posterior a -1

es x=0, por lo que hay que dar valores en (-1,0) y en (0,00).
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2 -
3 SI X<-1
n_ (—x-1) . ./ ..
y = o . De lo que se sigue que la funcion es convexa en su dominio.
wan? St x>-1
_1_ -
AV: x'lrﬂ 7077 =x=-1AV
. 2
=oo; |im X+1 = por tanto no hay AH

—>+

AO Dcha m= I|m X2+ =1;n= Ilm(X+1 X) = Ilmm =—1 Luego y=x-1 AO Dcha
AO Izd m—)H_O0 —x2—x = - =1 Luego y=-x+1 AO lzd

—hm(xl+x

0 _+‘ 1 ‘_ X + 2S|x<2 ] =2six<2
Y 2] T X+X_2 Si x>2 ﬂs|x>2
D=R-{2}. Cortes: eje OY (0, 1/2); Eje
OX: x?-2x-1=0
x=1-,2 <2
~ ] x=1+ 2 >2 no valido

x?-2x+1=0=x=1 pero no pertenece al
dominio. Luego solo hay un corte con el
eje OX corte (1-,/2,0)

(x-2)2
x%2—4x+3
(x=2)?

tiene solucion.Dando valores y’ es
positiva en (—o, 2), por lo que f crece en
dicho intervalo. Por otra parte,

) _ X=3>2
X '4X+3‘0{ x=1<2, no vlida
Dando valores a y’ en (2,3) y en (3,c0) obtenemos que en el 1° y’es negativa y en el 2°
positiva por lo que f es decreciente en (2,3) y creciente en (3,00). Tienen un minimo en el
punto (3,4).
(X‘§)3 Si Xx<2
o 2)3 Si x>2
negativos el numeraor y el denominador y en el segundo por ser ambos positivos. Por tanto
la funcién es convexa en todo su dominio
AV: limf(x) =2+ § =0 = x=2 AV; AH limx + | 355 2+ § = 00 No hay AH
AO: Por la izd y porla dcha la funcion tiene distintas férmulas por lo que tendremos que

: 2 2x+1
calcular las AO por ambos lados. AO Dcha: m=lim *52= = 1
X—=+00  X2=2X

n=Jim (252 - x) = Jim 2222 Jim <L — 2 — 0 y=x AO dcha

X—>-+00 X—>-+00 X-2

y = - X2-4x+5=0 no

2_, .
si Xx>2

"n_

En ambos casos ese cociente es positivo: en el primer trozo por ser

x 2x+1

o Lien X221 g
AO lzd: m—IIrTgo—X2 > =1;

n=lim (252 —x) = Jim 22 i L 2L _ 0 y=x AO izd

X300 X—>+00 x—2 X—Ho0 X—

En consecuencia y=x AO
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11. y=ﬁY:Y==

—1 si x<0
1 si x>0 = — Q >

D=R-{0} Funcién definida a trozos y
compuesta por dos semirrectas, es '—T
innecesario hacer su estudio. Su grafica
es:

12. y=e* /x  DI[0,00), cortes (0, 0) yeer \fx
y =eX /X +eX2jY =X (X + = \/_ ) dado que

x>0y’ es positiva y por tanto f es creciente en su
dominio.

-2

" _ ax X 2JX —
y —9(ﬂ+ \/—)+e (2\/— 4X)
1 4x%2 +4x-1

X+ 5o ) =S ety

el denominador son positivos por lo que el signo

_ -4+ /32
depende del numerador. 4x? + 4x—1=0 8
x=—"="2 ¢ D, no valida
Dadndo valores en (0, 4 J37 en ( 4+F ), Yy’ es negativa en el primero y positiva en
el segundo. Asi pues en (O ) la funC|on es concavayen (—g— ﬁ ,00) convexa

Enx=—"3"% ~0'2 hay un punto de inflexion.
Asmtotas Fijandonos en el dominio no hay AV y las horizontales u oblicuas solo pueden
calcularse a la dcha. AH lim f(x) = 00.00 = o0

AO m=lim exxf = lim €*2 /X = 00.00 = o0 No hay AO
f

Jim, 5 = Jimy

Nota: en la 1% igualdad simplificamos X y /X, en la segunda aplicamos L"Hopital al ser del
tipo «o/c0 y en la tercera operamos.

—2x+ 10 si x<3
13.y=Ix=-3l+Ix=7=¢ 4si3<x<7
2x — 10 si x>7

Funcion definida a trozos, siendo una recta en
cada uno de ellos. Es innecesario realizar el
estudio. Su grafica es:

y=Ix-3|+x-7|
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14. y=¢* (x-2)
D=R. Cortes ejes: (0,-2); (2,0)
y’:ex(x'2)+exz eX(X'l) y=eX(x-2)
(=00, 1) decreciente, (1,00) creciente .
Minimo(1,-¢)
Y’ =g¥(x-1)+e*=e*x Cdoncava (—oo, 0)

convexa (0,0) . (0,-2) punto inflexion
AV no tiene. "_\

AH Dcha lim *(x—2) =e**cw0 =0 No

tiene por lo que puede tener AO dcha

AH izd:

Jim eX(x —2) = e™ o0 = 0.00 indeterminado. lim e*(x —2)= lim xe—_XZ =lim _éL_X =%=0

Y=0 AH izd.

AO Dcha: m=lim
15. y=senx+Ccosx

Dado que es periddica de periodo 27z restrigimos su estudio al intervalo [0, 27)

D=[0, 2x). Corte eje OY: f(0)=1, punto (0,1)

Cortes eje OX: senx+cosx=0= senx = —COSX = X=

3n/4, x=Tn/4 puntos (37/4,0), (77/4,0) \2

y’=cosx-senx=0=cosx=senx= x=n/4, Xx=5n/4 1

Dando valores obtenemos:

eX(x—-2) _lim e¥(x—2)+¢e*
—5— =Jim ——————

X—>+00 1

= oo No tiene AO Dcha.

y=senx+cosx

y’>0 (0, #/4) U (57/4, 27) T creciente.

y’<0 en (n/4,57/4) f decreciente

Maximo (z/4, /2 ), minimo (57/4,-\/2 )

Y’’’ =-SeNX-COSX==SeNX=-COSX=> X=37n/4, X=T7n/4
Dando valores a y’’ f concava (0, 37/4) U (77r/4, 27)
(37/4, 7Tn/4) convexa

x=3n/4 y x=Tr/4 puntos inflexion

No tiene asintotas.

2
16y=5" 3 .
D=R-{-3,3}. Funcidn par, simétrica T
respecto al eje OX. ) -
Cortes eje punto (0,0) =
2X(9 — X2) + x22x 18x

/

(9-x2)2 = (9-x2)2 -
Crec(0,3)U(3,); decrec(-o0,3)U(-3, 0)
(0,0) minimo f-
n 18(9-x?)%+18x.2.(9-x%).2x  18(9-x2)+72x2
y - (9-x2)4 - (9-x2)3 -
_54x% +162

= 9-x2)3 El numerador es positivo por

lo que el signo de y’’ depende del
denominador, dando valores y’’ es positiva en (-3,3) y negativa en los restantes puntos del
dominio. Luego f convexa en (-3,3) y concava en (-o0,-3)U(3,0)

. 2 . 2 P .
AV lim 557 = 5 = olim ¢z = 5 == x=-3y x=3 asintotas verticales

AH Jim &> =-1; y=-1 AH

9-x2
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_X2—-x-2
17.y= X1 2
D=R-{-2} Cortes: (-1,0), (2,0),  »—=22
(01_1)
s (X102 0PX2)  xPiax
y= (%+2)2 = (x+2)2 N
Crec (—o0,—4) U (0, 0); =2

dec (-4,0)-{-2}
(-4,-9) maximo, (0,-1) minimo
w22 (x40 204+2)
- (x+2)4

_ (@) (x2)-(x*+4x).2 g
- (x+2)3 T (x+2)3
Cdncava (-0, 2), convexa (2,0)
No tiene puntos de inflexion

AV lim f(x) = 3 =00 =x=-2 AV
AH limf(x) = o No tiene AH
RN 2x=2 .
AO: m_zym CH2
n=lim 552 ~ x = fim <52 = -3. AO

Y= \/x2-4x+5

X+2 X+2

y=x-3

18. y=yXx? —4x+5

D=R, cortes (0,,/5)

y = 2x—4 _ X—2
2/X2—4x+5  /x2-4x+5
Decrec(-,2), crec(2,o0). (2,1) minimo

2 2x—4
a VXE=AX+D —(X=2) e =
y= 1x2 —4x+5

(X2 —4x+5)/X2 —4x+5

Convexa (-, o). AV no tiene, AH no tiene.
2

AO Dcha m:XLimo . f”‘r’ =1

T 2 T X2—4x+5-x2 -4 _
n=lim («/x —4X+5 —x) = lim i~ 2 =2 Luego y=x-2 AO Dcha.

La AO izd se hace de manera andloga pero teniendo en cuenta que si x—» —o X €S negativa
mientras que la raiz sigue siendo positiva por lo que por la izd m=-1y n=2 .AO izd y=-x+2
NOTA: los calculos de estos limites
se hacen de forma similar a los del
ejercicio 8.
—X X

19, y=(££€")
D=R; Corte Eje OY (0,0)

—X X
Corte Eje OX; L(u) =0=

2
(%) =1 = x=0. No tiene

mas puntos de corte
_—eX+eX X _ ax _

Y=exzex =0=>e7*=¢e"=>x=0

Dando valores antes y después de

x=0 obtenemos que y’<0 en (oo, 0) = f decreciente

>0vVxeR

exver )
yeL (7
2
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y’>0 en (0,00)= f creciente. En (0,0) tiene un minimo
y= e +enEe™+e") —(—e*+ef)(-e*+e") 4

(e + €X)2 = ex+en) 0vx € R= fconvexaen R.

AV no tiene

AH: legrgoL(e_X; exj = L(e_w erem) = L(%2) =0 No hay AH por la dcha, de igual forma

se haria por la izd.
e +e*
: L 2 P . —e X4 ek P 0+1
AO Deha: m=Jim, ——— =(LHopital)=lim g5y ex = () Jim <507 = o1 =
(*) dividimos numerador y denominador por €

0 e™* +eX - e™* +eX . X +e* . e +1
i (L5 %) ) = fim(L(* 5% -Let) = Jim (S50 = Jim L[ S5 ) -
=L(1/2)=L1-L2=-L2. Por tanto AO Dcha y=x-L2

L(e‘x +eX)
AO izd: m=lim ——2—= =(LHbpital)= lim St (%) = li -
1zd- m X—I>r—rc!0 X ( Oplta) X_I)I’_TJO ex+eX (%) x—lﬂ-rc!o 1+ 1+0
(*) dividimos numerador y denominador por e* ,
—X X —X X X aX)aX X
i (L(S56 ) ) = Jim (LS5 ) L) = Jim L (57 = Jim L[+ ) =
=L(1/2)=L1-L2=-L2. Por tanto AO lzd y=-x-L2

20.y = %3 _ 3%
D=R-{0,— V3, 3}
No corta a los ejes. .3
Funcién impar, simétrica respecto
al origen.

—1+eX —1+0
= -1

=NVE = Ve
,_ 33X =3) | —9x?+9

Y =73 —3x)2 = (x3 - 3x)2

-Ox%+9=0 x=-1, x=1

Decrece (—0,— /3)U(-+/3,-1)

Crece (-1,0)U(0,1)

Decr (1,,/3)U (/3 , )

Minimo(-1,3/2), méaximo (1,-3/2)

y,, _ —18X(X3 - ?)X)2 - (—9X2 + 9).2.(X3 - ?:X)(?:X2 - 3) _ 18x(x3-3x)-(-9x%+9).2(3x*-3)  36x4-54x+54

(X3 — 3)()4 (x3-3x)3 T (x3-3x)3
El numerador no tiene raices, por lo que es “positivo para cualquier valor de x ( es una
ecuacion bicuadrada que se resuelve haciendo el cambio de variable x?=t). Por tanto, el
signo de y’’ depende del denominador cuyas raices son x=0,x=— J3,%x=/3, dando
valores en los intervalos a los que dan lugar estas raices comprobamos que:
(—o0,— {3 y"<0, f concava; (-3, 0) y">0 f convexa; (0,3 ) y”<0 f concava
(/3 ) y’>0 f convexa

AV J[r% f(x)=3 = oo; !(iigf(x):% = o0; Xli% f(X)=2 =0 = x=-/3; x=0yx=/3 AV

AHlim
X—>00

3 3x =0=>y=0 AH
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1
21. y=€x21
D=R- { 1,1}, Pto corte (0,e?)
y’=ex2-1 e 21)2, Crece (-0 —1) U (-1, 0) Decrece (0, 1)u(1 ); (0,e™) Méaximo
4x2 1 —2(x%—1)% +2x.2(x% - 1). 2X _ 1 6x4-2 .
V=t Gty e 2-1)? R
6x*-2=0 x=+ g ~ 076 Dando valores f convexa (—oo, - 3/;) -{-1} U (3/z ,00)— {1}

Fconcava (4 & ,4%); x=-4% yx=4% puntos de inflexion.
_1 - _1 -
AV lime@1 =e* =oo; Iml} g1 =e*=0;x=-1AV iz
X—->=1+

X—>—

. 1 . _1
Ilrlnex2 1 =e"=0; Ilme 21 = @™ =o0; x=1 AV dcha
X—=>1-

AH lime#1 = €0 = 1; y=1 AH.

X—>+o0

.....................................

x=1
x=-1

22. y=tg® X
Es periodica de periodo 7z. Hacemos su estudio en el intervalo [0, 27)
D=[0,2n) — {n/2,3n/2}

y' = 2tgx.(1 +tg?x) = 0 =x=0,Xx=1

(0, /2) U (m, 3n/2)Crece

(n/2, ) U (3n/2,27)Decrece

(7,0) minimo ytgix
y" = 2(1+1g?x)? + 4tg2x(1 + tg?x) =
=(1+tg’x)(2+6tg>x)>0 en D, f

convexa en su dominio.

AV en x=nr/2 y x=3n/2

No tiene AH ni AO

w2 n 3mi2 2n
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23. y=3x

D=R; corte (0,0) «
_eX—xe* _&A-x) (1-x =
Y ="ex T ex T & =0= ©

1-x=0= x=1 (-0, 1) crece, (1,:) decrece
(1,1/e) méximo

p_ & -(A-xe"  eN(2+X)  24x_
y = e - e ex _0
-2+x=0 =X=2; (-, 2)concava, (2,c0)convexa
(2,6—22) punto de inflexion

No tiene AV
AH Dcha I|m eX = ef% = o Indeterminado. Jim &x ZJl'l.‘oei = % =0y=0 AH dcha
AH izd I|m o = % = % — o0 No tiene AH izd
AO izd m=Jim eX :le[rgoe—lx = % = oo No tiene AO
24 y=5¢
D=(0, ) corte (1,0)
Ix— _
y/:XXXZLX:1X2LX:0:>1_LX:0:> y= Lx
x=e; Creciente (0,e), decreciente (e,) x

(e,1/e) maximo ve N

w_i%(lum _3X 4+ 2xLx

X4 B e
_ X8+ 2LX3< —3+2Lx
A == El
denominador es positivo pues D=(0,),
por tanto el signo depende del numerador.
-3+2Lx=0= Lx=2 = x=e¥2. Dando valores f es concava (0, e%?), f es convexa en (%2, o)
x=e*2 punto de inflexion

Lx oo

AV: Ilron =7 = oo x=0 AV Dcha. Teniendo en cuenta el dominio no tiene sentido
X—-0+
hallar el limite por la izd.
Lx Ux 1 A~ . . -
AH dcha Jim 5¢ = lim == 1 = o = 0 y=0 AH dcha. No tiene sentido hallar el limite
cuando x tlende a menos infinito.
25. y=(x-1)e*

D=R; cortes (0,-1), (1,0)

y =eX+(x-1)e*=eXx=0=>x=0

(—o0, 0) decrece, (0,:) crece, (0,-1) minimo y=(x-1)e*
y'=ex+eX=eX(x+1)=0=>x=-1

(-0 —1) cOncava, (1,00) convexa; x=1 pto infle.

AV no tiene
AH dcha lim (x — 1)e* = 00.e** = 00.00 = oo No tiene ‘_\ !

AH izd lim (x - 1)e* = —o0e™ = —o0.0 indeter. 1
Jim (x—1)e* = lim X _Xl = lim _éL_X =2 =0y=0
AH izd

. -De* . eX+(x-1)e* . .
AO Dcha Jim x=De’ ) = lim %) = lim e*x = o0.00 = 0 No tiene

Péag 120



IES RAFAEL PUGA RAMON

26. y=e~*
D=R; no corta al eje OX, corte eje OY (0,1)
Fncidn par, simétrica respecto al eje OX
y' =—2xe™** =0;x =0; creciente (-,0)
decreciente (0, «); (0,1) maximo

y=e

N

ASINTOTAS

y'=-2e* —2xe X (-2x) = e’ (-2 +4x}) =0 =
-2+4x%=0= x =+ E . (-J/1/2 , J1/2 )concava
(—o0,— 112 ) U (J1/2 ,0) convexa

x =—1/2 yx=1/2 Ptos inflexion

AV no tiene

AH lime™ =e~ =0y=0 AH

27. y=x%e™
D=R; corte (0,0)
y' =2xe* —x%e*=e*(2x-x?)=0=>
x=0, x=2; Crece (0,2)
Decrece (o0, 0) U (2, ).
(0,0)minimo, (2,4e%) maximo
y'=—-e*(2x-Xx?)+e*(2-2X)=
—e (X2 —4x+2)=0=>x=2-2 ,x=2+2

y:

X2ex

(—0,2-/2) U2+ 2 ,) convexa
(2-2,2+/2)concava. x=2-/2 yx=2+.2
Ptos inflexion.

AV no tiene; AH dcha lim x2e™ = 0.0; lim x%e™* =
X—400 X—400

Luego y=0 AH dcha.
AH izd lim x?e™ = o0.00 = 00 N0 tiene

_X R
X3— = Jlim xe™ = 00,00 = o0 No tiene.

3
X
28.y=1_
Y= x _
D=(0, ) — {1} no tiene Ptos corte
. 3x2Lx—x3% 3 x2(3Lx—1) B B
= )2 =T ()2 =0=>Lx=1/3
= x=e3(0,e®) — {1} decrece, (e'*, o) crece
(e**, 3e) minimo
3

X° _ 0 _
AV)!Lgoq Lx = —~ =0 no AV en x=0
. X 1
—— =+ =0 x=1 AV
L'Df Lx 0 ; B2
AH Dcha |lim = = |lim 2= = lim 3x3 = w
x>+ | X x>+ X ™ x50

2X _ 2
AO Dchalim 5 —|Im LX—LIr[)O 1 = Jim 2x% = 0

X—>+
No tiene AO dcha.
Por la izd no tiene sentido hallar los limites dado
cual es el dominio de la funcion.
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29.y=L (x*-1) y=L(x21)
D=((-0—1) U (1, ) No corta al eje OY
Corte eje OX L(x*-1)=0=x*1=1=x=+,/2
-2, 0) y (42,0 e =
y' =33~ El denominador es >0 en D por 5

lo que el S|gno depende del numerador
(-0, —1) decreciente, (1, «) creciente
p2(X2=1)—=2X.2X 2 —4x2
= X -1 = k212 <0vxeD
f cdncava en su dominio
AV lim f(x) = LO = oo; lim f(x) = LO = o;
x=-1 AV izd, x=1 AV Dcha.
AH limL(x* — 1) = Loo = oo No tiene AH
N 2 _ 2X
A0 Tim 2D i 2L _ g N tiene AO

X—*o0 X X—*to0 1

30.y=vX% — X e
D=(-, 0] U[1, ) cortes (1,0), (0,0) .

! 2X 1
y' = o 2x-1=0=>x=1/2
Teniendo en cuenta el signo de y’ y
el dominio de la funcion, f decrece en
(—00) y crece en (1, ).
No tiene extremos relativos.

2.2/xF —x - (2x~ 1)2—(2X D ypeox - 2=

. 2/x2-x_ X2—x__ Ax*-x)-(2x-1)% _
y = 4(x2 — X) - 4(x2 - X) CA2-x)/x2-x

-1 . .
= < 0Vx e D ya que el numerador es negativo y el denominador es
4(X2 —X) VX2 =X yad J y

positivo en el dominio de f. Asi pues, f es concava en su dominio.

No tiene AV. AH: Iim ./xz —X = o0 no tiene AH

VX -1
AO Dcha: m=lim =1;n=Jim X2 =x =x) = Jim ——— ==~
U )= » /X2—x +x 2

(El célculo de m se hace multlpllcando y dividiendo por el conjugado)

AO lzd. Procediendo del mismo modo y teniendo en cuenta que cuando x tiende a menos
infinito el signo de X es negativo pero el de la raiz sigue siendo positivo, se obtiene que por
la izd m=-1y n=1/2, por lo que y=-x+1/2 AO izd.
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1 % si x<0

1+|X| ﬁ3|x>0

31 y=

D=R; corte ejes (0,1)

1- x)2 si x<0
y' = 1 no es derivable en x=0 creciente (-0, 0), decreciente (0,x0)
si x>0
(1+x)2
2(1-x) .
(i — x;? si x<0
y' = 2(1+x) 1-x es positivo si x<0 y 1+x es positivo si x>0 por lo que y’’ es
1+ ) si x>0
positiva en (—0, 0) U (0, «), fes convexa
: L1 _
AV no tiene . AH lim == =0; xllmoﬁ =0=y=0 AH
2
x2-1
D=(-,-1) U (1, «). No corta ejes %

= V x2-1

Funcdn par, simétrica respecto al eje OX

xJx2 -1 —XZL

, 20x-1 2313

V= x2 -1 Teedet
= S _LX _X¢-2) 0=
- 1) X2 - 1 \/m X=-1 “~.\\ ';_,-"' X=1

x=0, x=t /2 Dando valores en cada uno
de los intervalos a los que dan lugar estas
tres raices obtenemos: fdecrece en (o0, — 2 )U (1, /2 ) ferece (=42 ,-1) U (V2 , o)
(-2, 2) minimo; (V2 2)minimo

y (3x2-2) [(x*=1)3 —(x®-2x).2 /x? -1 .2x ./x2 —1[(3x2 - 2)(x2—1)— (x3—2x)3 2x

(x2-1)3 (x2-1)3
IX2-1(2x>+4 .. . .
VX 20 (_ i); ) > 0Vx € D ya que el numerador es positivo y el denominador tam,bién
lo es en el dominio de f. Asi pues f es convexa en su dominio.
2 2
AV: lim —2— =21 = «; lim—2— =2 = 0 x=-1 AV izd, x=1 AV Dcha
X—>—1- XZ _ 1 x->1+ XZ —
. X2 .
——=oN ne AH
AH xllﬂl o1 oo No tiene
X2 : X X2
= —_— = n= — — X |=
AO Dcha m= I|m ) T )jlmo 1 =1; XLM[ ] J
X2 —xyx?-1 x4 —x2(x2 - 1) 2

=lim =0

M e ST (24 xXE=1)  eLeemxd)

y=x AO dcha. Del mismo modo calculariamos la AO izd que da y=-x
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