CALCULO DE LIMITES

CALCULO DE LIMITES: INTRODUCCION

Partimos en este tema de que el célculo de limites determinados es conocido por los alumnos.
Igualmente se supone que el alumnado es capaz de determinar el limite de un cociente de
polinomios de forma directa.

Trataremos el célculo de las indeterminaciones que pueden resolverse por la regla de
L’Hopital y algunos ejemplos de limites indeterminados para los que no se puede, 0 no es
conveniente, utilizar dicha regla.

Limites indeterminados

Recordemos en primer lugar los limites que al trabajar con operaciones entre funciones son
indeterminados, es decir pueden dar resultados distintos dependiendo de las funciones con las
que trabajamos.

Son indeterminados aquellos limites que en su calculo directo conduzcan a alguna de las

siguientes situaciones: w0 —o0; ©0.0; o5 ; 8 ;1% ;00 ; oo®

Regla de L"Hépital

Sean fy g dos funciones continuas continuas en el intervalo [a,b] y derivables en (a,b).

Sea ce (a,b) tal que f(c)=g(c)=0 = Si I|im "y (( )) también 3 |Imm y son iguales.
f () f'(x)
Por tanto: [im =lim
cg(x) *cg’(x)
Ejemplo 1:
Calcular |II‘E\ SENX Este limite es del tipo & 9 y las funciones cumplen las condiciones de la regla
de L’Hopital, aplicandola obtenemos: lim enx—IXirQ colsx =1.
Ejemplo 2:
.o X2—2x+1 . 2x=2 0
Mm% alim Ty =10
(*)0/0
NOTA 1

L Hépital puede aplicarse también a las derivadas si estan satisfacen las condiones

Ejemplo 3:
Loef—e*_2x oe¥+e*-2 . eX—e* . e¥+e* o
lim ~~—senx o8 1-cosx o lim ~sanx @ lim~eosx— =1 =2

(Los limites 1,2 y 3 son del tipo 0/0)

NOTA 2
L Hépital es también valido cuando la variable tiende a infinito

Ejemplo 4

i SENAN) (52)- cos(L/x)
=2 gAX) @2 (=1) sec2(1/x)
(El'limite (1) es del tipo 0/0)

i cos/1/x)
= sec2(1/x)

=1=1
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Ejemplo 5

. «/X2 -1 . 2 )(2;—1 . 2% 2
Jim——7 (T)XUR =My =0="
(1) limite tipo 0/0

Ejemplo 6

lim—X—— —L lim2yT=x =2

x>0 1—-./1-=X (1) x—>0 ZJT x—=0
(1) limite del tipo 0/0

NOTA 3
L’Hopital es aplicable para la indeterminacion 52, tanto cuando la varible tiende a ¢ como
cuando la variable tiende a o

Ejemplo 7.
2X

li I—(X2 - ) H x2-1 2x —2X lim 4x-2
x-1+ L(X—1) (1) xo1+ X_ll @) x-1+ X1 @) x-1+ 2X
(El limite (1) es del tipo 5, La igualdad (2) se obtiene operando, podria haberse simplificado

la fraccion y ya se determinaria el limite; el limite (3) es del tipo 0/0)

2
=£=1

Ejemplo 8
X ex i ex l ex
X!!E—noo 3)(2 (T) X—I>I-‘+—ro]o 6)( (2) X—I>I-‘+—ro]o 6 =10

(los limites 1y 2 son del tipo =)
Ejemplo 9

2 2%
Calcula a y b sabiendo que lim ax® +bx+1—¢

= 1. El limite es del tipo 0/0, aplicamos

sen(x?)
s Amital fim X2+ DX +1 — e 2ax + b —2e* . : -
I;) H;Jpltal lim sen(x?) = lim =5 cos(x?) El célculo directo de este limite da

que seria oo excepto en el caso de que el nimerador fuese cero. Como muestro limite da

de resultado 1 hemos de concluir que b-2=0=b=2. Continuamos entonces aplicando L’Hopital
ya que para b=2 el limite es del tipo 0/0

i 2ax+b-2e* . 2a — 4e* _
x-0  2X.C0S(X?) x~0 2.C0S(x2) —4x2sen(x2)

2612_4 =1=>2a-4=2=>2a=6=>a=3

NOTA 4

Los limites del tipo 0.00 son facilmente reducibles al tipo 0/0 o bien a /e . En efecto,
supongamos que lim f(x)=0y lim g(x)=o0 En este caso lim f(x).g(x)=0.c0 , este limite podria
escribirse, seguin nos convenga de una de las dos formas siguientes:

lim Jé&) del tipo o , 0 bien lim 1%2()) del tipo < ( obsérvese que f.g—l—}tg = 1—/f)

La decision de escoger una u otra expresion dependera de cual de las dos es mas facil de
determinar.

Ejemplo 10
lim x3.Lx = lim L%é = lim =% = lim X g
x>0+ (1) x>0+ X3 (2) x>0+ —3x™* (3) x>0+ %o

(El limite (1) es del tipo 0.c0; el (2) del tip ; la igualdad 3 se obtiene al operar)
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Ejemplo 11
i v 2aX X2 fim 22X im -2 - 2 _
XI—I>r—ro]oX € (T) XI—I>rro]o e (3) XI—I>I-‘+—ro]o - (E) XI—I>I-‘+—ro]o ex T o~ 0
(El limite (1) es del tipo 0.c0; los limites (2) y (3) son del tipo %)
Obsérvese que si nos hubiesen pedido |imx2e* tendiamos que haberlo hecho en +oo y en -
X—00 A A . y
por separado, el segundo ya lo hemos resuelto y el primero no es indeterminado:
lim x2e* = 00.00 =
X—>+00
Ejemplo 12
Calcular lim xe
En este caso tenemos que hallar el limite por la izquierda y por la derecha ya que pueden dar
distinto.
XIircl)n_ xe’*=0.e~=00=0
lim xel* = 0.e* = 0.0 indeterminado, lo calculamos

1/x.<—_1>
1/x e _ 1 1UX _ a+o _ i ina- X
I|m xe —Ilm+ 1,X 5 Xllrorl ( ) —Xllrorle =e*° = oo (El limite (1) es del tipos5)
NOTAS

Los limites del tipo 1™, 0° e o0? se reducen al tipo 0.co al aplicar logaritmos.

Ejemplo 13

I|m x* = 0° Para calcularlo llamemos A= I|m x* y apliquemos logaritmos en ambos miembros :
Lx _ Ux _ _ _ 0—

LA—I|m X.LX I Xllrgl X @ Jlrorl —and) = Xllrgl X =0; si LA=0=>A=¢"=1

(El I|m|te 1 es del tipo 0.00; El limite 2 del tipo «o/c0; la Gltima igualdad se obtiene operando)

Ejemplo 14

2X
;Lrg(xi)(l) Este limite es del tipo 1* Procedemos como en el ejercicio anterior:

2X
Sea A :;L@(XLXl) Tomamos logaritmos en ambos miembros:
L(24L) X X—(X2+1) .
T X+1Y . X s X410 X T —4X
==lim ZXL( X ) 0 jim U2x  @*» =2 =lm —2(x+1)x?
4x2

=2

LA=2=A=¢?

(El limite (1) es del tipo 0.0; El limite (2) es del tipo%; la tercera igualdad se obtiene al
operar)

Ejemplol5

Jim x** Este limite es del tipo «o°. Sea A= lim x** Tomando logaritmos obtenemos:
LA=lim %L(x) =lim 5¢ Lx il = lim 1’X =0 Entonces, LA=0=>A=¢’=1

(el limite (1) es del tipo =)

NOTA 6

La regla de L’Hdpital no sirve para resolver todas las indeterminaciones, ni siquiera las del
tipo 0/0 6 oo/o0, ya que puede suceder que los sucesivos cocientes de derivadas sigan siendo
indeterminados. Esto ocurre en muchas ocasiones en los cocientes cuando hay radicales o
funciones exponenciales. Por otra parte, el curso pasado se habia visto como resolver algunas
indeterminaciones del tipo c — oo, por ejemplo para restas de funciones con radicales. Veamos
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a continuacion algunos ejemplos de limites indeterminados en los que no vamos a utilizar la
regla de L’Hopital.

Ejemplo 16 (indeterminacién del tipo oo/eo con radicales)
x4 _3x2

i, 2X2 + /X4 — 6X
potencia, en este caso por x? ( téngase en cuenta que el grado de los términos que estan dentro
del radicando hay que dividirlos por dos ya que /x" =x"2y, por tanto, al introducir x*> en el
signo radical quedaria x*

2
Entonces, Jim — Xt —3x* = lim — o “1_ /1
e+ XX T 2 Jfﬁ Yo ig T

Nota: Podriamos haber hecho el ejerC|C|o de forma similar a como lo hacemos con cocientes
de polinomios: al ser del mismo grado tiende al cociente de los coeficientes principales.

Dividimos el numerador y el denominador por x elevado a la mayor

1
3

Podemos pensar qué ocurriria si nos hubiesen pedido el limite cuando x tiende a -oo. En este
ejemplo, al tener todos los términos de mayor grado exponente par, el comportamiento de la
funcion es el mismo en los nimeros positivos que en sus opuestos Yy, por lo tanto, el limite en
el menos infinito se haria de la misma forma. Sin embargo, no siempre ocurre asi como
veremos a continuacion.

Ejemplo 17 (indeterminacion del tipo oo/co con radicales)

2
VXxe+1
Calcular Imgo 2— Vamos a hacerlo por ambos lados por separado
/ 2 ,/ + [1+
X 2 2
s 1 (De forma similar a como lo hicimos en el
X—>+ x—>+oo X—>+OO

ejercicio anterlor d|V|d|mos numerador y denominador por X, por lo que dentro de la raiz
tenemos que dividir por x%. Obsérvese de nuevo que podriamos haberlo hecho directamente
atendiendo a los grados del numerador y denominador)

Jx2+1

Veamos ahora que ocurre con lim oy Si dividimos numerador y denominador por X,

esa X es ahora negativa, pero al introducirla dentro de la raiz tenemos que elevarla al cuadrado
con lo que estamos cambiandola de signo. Por lo tanto estariamos dividiendo numerador y
denominador por nimeros diferentes: arriba por un nimero positivo y abajo por su opuesto.
Es decir, estamos cambiando de signo el limite. Por ello, debemos proceder del siguiente

211 _ X, 1 T
do- i x2+1 l L_I. x2 T _ i e 1
modo: fim, 5 = Jim, 35— = Jim — 5 = Jim — 5 =3

X
Otra manera de plantear el problema es el siguiente:Dado que el signo de la raiz cuadrada no
varia si hacemos el limite en +oo 0 en -0 y, sin embargo el signo de 2x es positivo en +oo y

. - Ux%+1 . x?+1 1
negativo en -oo, se verifica que lim ~——-— = lim ~——& — =—3

(De lo visto anteriormente se deduce que si el grado del numerador y del denominador es el
mismo, el cociente tiende en valor absoluto al cociente de los coeficientes, pero debemos
pensar el signo segun el que tengan el numerador y el denominador por el lado que estemos
haciendo el limite)
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V3X2+2x+1 3 J3X2+2x+1 -3
5

Ejemplo 18: legrgoT = pero lim Ex =—¢

Ejemplo 19 (indeterminacién del tipo oo — oo con radicales)

Caleular lim (Vx? +2x+1 -x)

Jim (VX2 +2x+1 —X) = 00— (—0) = o0 + o0 = o0 No es indeterminado
Jim (Vx? +2x+1 —x) = o0 — oo Indeterminado, se multiplica y divide por el conjugado

X2+ 2x+1)-x> %+ 1 )
Jim X2 +2x+1 —=x) = lim ( = lim =-==1
A )=,lm, IXZE2X+1 +x T x4 2x+d +x

Ejemplo 20 (indeterminacién del tipo oo — oo con radicales)

Calcular lim (VX? +2x+1 +x)
Jim (VX2 +2x+1 +X) = o0 + 00 = o0 No es indeterminado
Jim («/x2 +2x+1 +X) =0 —oo Indeterminado, se multiplica y divide por el conjugado

X2+ 2x+1)-x> x4 1
Jim X2 4+2x+1 +X) = Jim ( = lim =
( )= » X2+ 2X+1 =X T x242x+1 —X

S el —x

Ejemplo 21 (Indetermincion del tipo < con exponenciales )

X
Si queremos calcular por ejemplo lim 93+X que es del tipo = podriamos aplicar la regla de

L*Hapital: lim &%= lim 1 lim € — 2 — 5. Sin embargo, si tenemos una
'X—>+oo 3x2  xo+o  BX oo 6 6 ) !

exponencial en ambos términos de la fraccion y el limite es indeterminado, la regla no nos

—X
serviria. Ejemplo lim % = %. Dado que la derivada de e es e* esa indeterminacion

se mantendra por muchas veces que apliquemos L’Hopital. La forma de proceder es dividir
ambos miembros por la exponencial que provoca la indeterminacion elevada a la potencia que
sea mayor en valor absoluto.

En el ejemplo que nos ocupa, e* y e tienden a cero cuando x tiende a infinito, no influyen
por lo tanto en la indeterminacion. Esta se produce por la existencia de e* en el numerador y

3eX4+e* _ . 34 3

denominador, dividimos entonces por este término: lim Sex —Ba 2 =lim > _Boax — 2
Si 3e*+e™ y Lo : Ty :
i quisiésemos calcular Jlim Sex _Bg2x también es del tipo< pero esa indeterminacion esta

provocada por la existencia del término e en el numerador, y de e en el denominador. De
entre ellos, el que esta elevado a mayor potencia en valor absoluto es e, dividimos por ese
w 2eX — 56—2X X—>+oo Ze3X 5 =35 =

Ejemplo 22 (Indetermincién del tipo % con exponenciales )

X —X
Calcular lim LET+e?) Lo realizamos por cada lado de forma independiente
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. Le*+e™ . X _gX . —p
|Im¥:I %zlmle =1
X—+00 X (1) x—>+0o 8X 4 € ) X—+00 1 + eZX
(El limite (1) es del tipo = aplicamos L’Hbpital, el (2) es del tipo = dividimos por e
numerador y denominador)

i Le*+e™) . eX—eXx . exX_1]
X—I>r—rgo X (1) X—>—o0 X 4+ e—X (E) X—I>r—rgo e2X + 1

=-1 (1) y (2) razonamientos analogos.

Ejemplo 23 (Indetermincion del tipo % con exponenciales )

. X+ 3e L X+ 3e
lim X+3€% iy 1+6e 140 _4
X>—00 X+er _x—>—oo 1+2€2X 1+0
1
) 2% ] 2x B _x+6 i'|'6
lim X + 3e _ 1+6e _ e2 -2 0+6 =3

= = lim =
XSro X426 0w 4282 xswe Lo L9 042
€

Ejemplo 24 (Indeterminaciones con otros tipos de funciones)

Cal |r|'m Ux _ _|m 1/x &_ H M_r 1/x_1
alcular fi (X € ) —|>+00X ( ) (2)X—>+oo 1/x @3 X—I>rl—rr3]o ( -1/x 2) - x—lﬂ—rc!oe -

( El'limite (1) es del t|po o — o0, sacamos factor comun. (2) es del tipo «.0; (3) 2 o Se aplica

I’Hopital)

Ejemplo 25 (Indeterminaciones con otros tipos de funciones)

Caleular Jlim[L(e* +e™) —x] Es una indeterminacion del tipo oo — co, vamos a convertir esa
resta en el logaritmo de un cociente. Para ello utilizaremos, en primer lugar, que x=Le*y, en
segundo lugar, que la resta de 2 logaritmos es igual al Iogaritmo del cociente.

. _ . _ . e*+e* 1 e
Jim[Le* +e™) —x] =lim [L(e* +e™) - Le*] = Jim L(*—4x ) & Jim L( e 11-0

(1) dividimos por e*
Ejemplo 26 (Indeterminaciones con otros tipos de funciones)
Jim[LE*+e™)+x] = lim[L(e* +e™)+Le*]=lim L[(e* +e™)e*] =)im L[(e* +e%)] =L1=0

X—)OO

EJERCICIOS DE CALCULO DE LIMITES. REGLA DE L’'HOPITAL

1. lim &%

X-->00

; 2.lim 55 3. “m(xs:elnx 2) 4. limx.Lx; 5. lim(senx)*; 6. lim (tgx)***

7. limxH69; 8, |im SEX=XCOSX. g}y, SENX X, 10.!(irgx.L(¥); 11. lim(cos x + senx)**
X— —> —

x-0 1—cosx x>0 X—1gx ’
. . _ 1/3x t
12.lim(sghg — %) 13 im(X=3) " 14 lim gt(gx) 15. Jim <5 16. lim (L/senx)”
. . LEer-e™ . .
17. Jim (L(e* —e™) —x); 18.qu|@0¥; 19. lim(7 - x).tg(x/2); 20. lim ernx;

: . -><-(L><)2 1 1Y.oop i X _ LY.
21. lim x.sen(alx); 22 Jim -1 + 23 im(sghx — % ); 24 lim( 27 - 5 ):

25. lim(1+ sen2x)™; 26. IXirQ(cos X) 1 27, lim[ctg(x — m)]*e"™ 28.lim(x—1).L(x- 1)

29.lim L(cos 3x) .

. sen(l/x) 1 1 . . tgx—senx
1M Trcos 2030 im arcio 1 3L lim( ):32.1im =

o arctg(1/x)’' 7 x1\x—1  exl—-1/)°% A0 senzx
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1 1/x ) -
33, |Ir8’1(1 1 i) ; 34. lim (senx)'%"; 35, Jim (1-cosx)'¢"

Jx2+3 Jx2+3 X2+ x—=1 2x2+x—1

N2 T im =——— lim &&—/——+

36. im ~yy 137 Jim, o 38.0im S == 39, Jim < ———
2X — JB6 + X i X2 +1 +2x

40. Jim —— ;41 JIm ——5, —3 42, Iim(v9><2+3>< —3%);43. Jim(2x - /T +4x)
2 _y2
44, I|m(x— [xZ=ax); 45, fimecs [ =) 46, Jm (L - 25 47, 4jm LB

e 2x—1 x5 X—=5
ex—e™*
48, IXLrQ m . 49.Jim Se ex T e—x ; 50.)IM, ex e

1

51. Sea f(x)—L Hallar: dominio de f, valor que hay que asignar a f(0) para que la

funcién sea continua en el intervalo [-1/2,1/2]

1 1 |
T 1 Six=1

52. Estudia la continuidad de la funcién y= X
1six=1

53. Determinar los valores de a y b y el valor de f(0) para que la siguiente funcion pueda ser

sentx X

six<0 |
continua f(x)={ p.x*sio<x<1 en[-77]
2
X X=1 ixs1
1)
54. Se considera la funcion y= N calcular el valor que hay que asignar a f(0) para que f
l+e

sea continua

55. Se considera la funcion y:{ o1 SIX#0

2 51 X=0 a) ¢Hay algun valor de a para el cual la funcion

es continua?
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SOLUCIONES EJERCICIOS LIMITES

. g —senx 1 2 . . —A- . X—
L. Jim 5=0; 2. lim 2% =1/6; 3. .lim( xsdg — 2 ) = 0 4. limx.Lx=0; 5. .lim(senx)*=1

X--»>00

COSX _ 1(1x) = senx XCOSX _ Senx —X _
6. I|m(tgx) =1;7. I|mx e 8. |II‘E] 1 —cosx =0; 9. I'ﬁg—x—tgx 1/2

- 14X) 2111 1 Kear 19 fim( L x=1) _
10. )I(Lrgx.L( X )—1, 11. !(lig(cosx+senx)1x—e, 12. lim(<gnx — ) =0; 13. Ilm(x+1) -

. 2 . X . .
4. lim tgt(gxx) =0; 15. |Lme—5 = o0; 16. lim (1/senx)*=1; 17. lim (L(e* —e™)—x)=0
18. Jim =& =1: 19, fim(z - x).tg(x12)=2; 20. lim x-Xgmx =1/2: 21. Jim x.sen(a/x)=a

szlm)(( i ; 23. "m(senx %)=0: 24IXer11( —1 le) 12

H X —ap2m- Ux2—_1 . _ sen(x-m) —
25. !(Lrg(1+sen2x) e"; 26. !(Lrg(cosx) = 27. lim[ctg(x — )] 1

L(cos3x) _ sen(1/x) _
0+ L(cos2x) % arctg(1/x) ~

1 1 tgx —senx _ T+x V™ _ .,
3L lim( 325 — 5t ) =1/2; 32.lim =0 33, nm(l_) =e

34. lim (senx)'¥*=1; 35. lim (1-cosx)'¥*=1/e
X->7l2 X->7l2

28.lim(x — 1).L(x— 1)=0; 29. lim =9/4; 30. im

36: 1/2; 37:-1/2; 38 +t©; 39:+t%°: 40:1; 41:1/6; 42:1/2; 43:°; 44: %, 45:2;
46: -1/2; A47:°; 48:0; 49:1; 50:-1

1
-1
51. Dominio (f): 1+x>0= x>-1= D()=(-L,); lim ~*"%— = aplicando I'hapital
1
JIx -1 1 1 1 :
lim——— = lim——= =-3 = f(0)=—3 para que f sea continua en x=0; Por tanto f(x)=

x-0

09 [(1+x)°

Tt
lim==—six#0  continua en (-1,:0) y por lo tanto en [-1/2,1/2]
—1/2 si x=0

1

V.1 T v 1 . -7 ;- L4t
52y = { x-1 1 SLIX Xsli( *El dominio de la funcién es (0,00) El tnico punto problematico en

cuanto a continuidad es x=1

: 1 1) Lx—x+1 o : ThARG .
lim( =7 - LX) M-~ 1yix = o aplicando L’hdpital tenemos:

Lx—x+1 . -1 im —1/x?
Tt x+x-D(—5%)

hay una discontinuidad de salto finito, la funcion es continua en (0,00)-{1}

im(—1 1
lim o - T =lim G- M o

= 5 Por lo tanto en x=1
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senzx si x<0

53. f(X)=7 bx*sio<x<1  continua en [-z, 7] los Unicos puntos que pueden presentar

2 —_ -
X +)2( Lsixo1

discontinuidad en ese intervalo son x=0y x=1

Continuidad en x=0;

2y _ 2
sen®x lim 2senx. COSX _ lim 2C0s°x —2sen<x _ 2 :%

I|m f(x) = Ilr(p_ ax2  xo 2ax X—0- 2a 2a

I|m f(x) = I|m bx* = b.0° Indeterminado= Calculamosllm x* y después lo multiplicamos por b

A=lim x* = LA = lim xLx = lim ¢ = lim 3 = lim —x=0; LA=0=> A=¢’=1

Por lo tanto XIir(p+ bx*=b.1=b Dado que ambos limites deben ser iguales E:b:f(O) para que sea
continua en x=0.

Continuidad en x:1:X|ir1n_f(x) = XIirln_ bx*=b.1=b; Xlir1n+f(x) = XIirln+ Xl _ 5 ph=1; f(l)=b=1
y dado que %:b:f(O):l se sigue que para que la funcién sea continua es necesario que

a=b=1=f(0)

-1/

K| ik si x<0
__ & _J) 1l+e i ‘2
54, Y_—1/|x| y= T El Gnico punto en que esa funcion puede tener
l+e i
oy Six>0

l+e
problemas de continuidad es en x=0.

-1/x =1/x
i _ fim € _ o gividi UK iy —8 i 1 _
Xllr(p_ f(x) = Xllr(p_ —x = =, dividimos por e Xllr(p_ = Xllr(p_ 1 =1
l1+e l1+e PET 1
1/x 1/x
lim f(x) = lim —&—— = 2: dividimos por e lim —&—— = lim ——+— =1
X=0+ G Ux — p X0 U~ x50- 1 -
l1+e l1+e T 1

Por lo tanto si f(0)=1 la funcién es continua en R

<

o Sl X# 0
asix=0

continua? La funcién y= exX_ 7 es continua en R-{0} ya que en x=0 se anula el denominador.

La funcién que nos dan esta definida en x=0 ya cl(ue f(O) a, veamos que valor debe tener esa

imagen para que coincida con el limite: I|[n 10 g Aplicamos L’Hbpital
1

lim exX_ 1= 'Xi_rE‘F =1; Luego sia=1 fes continua en x=0 y por lo tanto lo es en R.

55. Se considera la funcion y= a) ¢hay algun valor de a para el que fes
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