DERIVADA DE UNA FUNCION

DERIVADA DE UNA FUNCION: INTRODUCCION

Vamos a estudiar a continuacion las funciones derivables y la relacion de la derivada con
ciertas caracteristicas de las funciones como son: su crecimiento y decrecimiento o su
concavidad y convexidad. Si las funciones continuas son aquellas cuyas gréficas no presentan saltos,
las funciones derivables tienen la propiedad de que su grafica, ademas de ser continua, no presenta
picos, cambios bruscos de direccion, o rectas tangentes verticales. La derivada de una funcién nos
va a dar una medida de la rapidez con la que cambia el valor de dicha funcion matematica,
segln cambie el valor de su variable independiente.

La derivada es una potente herramienta de célculo que logré solucionar distintos problemas
que desde la época de la Grecia clasica se venia planteando la humanidad. Problemas como el
estudio del movimiento de los cuerpos a través de la relacion entre el espacio y el tiempo, la
determinacion de la velocidad y aceleracion de dichos movimientos, u otros de tipo geométrico
como trazar la recta tangente a una curva en un punto, fueron ampliamente tratados por
matematicos griegos como Zendn, Eudoxio o Arquimides.

En los siglos XVIy XVII, el desarrollo de la notacion simbdlica trae consigo que se puedan
afrontar estos y otros muchos problemas clasicos que no habian avanzado por falta de
herramientas. Las matematicas y la fisica se desarrollan con gran rapidez y surgen genios
como Galileo, Kepler, Descartes o Fermat, entre otros, que contribuyen con sus tratados a
crear las herramientas que permitan el nacimiento del calculo, tanto el diferencial como el
integral.

A finales del siglo XV1I, Newton y Leibnitz descubrieron por caminos diferentes, y también
utilizando diferente notacion, el concepto de derivada, y muchos otros elementos del calculo,
teniendo en cuenta la idea de limite. Leibnitz publicé antes que Newton sus principales teorias,
pero parece que Newton las habia desarrollado unos afios antes aunque no habia llegado a
publicarlas. Estos hechos dieron lugar a serias disputas sobre la paternidad del calculo ya que
Newton denunci6 a Leibnitz por plagio y una gran parte de la comunidad cientifica se puso de
su parte. Hoy dia parece innegable la genialidad de ambos autores que, en cualquier caso, no
podrian haber desarrollado sus teorias sin los descubrimientos de todos sus antecesores. En
ese sentido, la frase “ Si he podido ver mas lejos ha sido porque he subido a hombros de
gigantes”, que Newton utiliz6, es una excelente caracterizacion del proceso colectivo de
construccion del conocimiento cientifico.

Vamos a aproximarnos al concepto de derivada de una funcién en un punto de dos formas

diferentes: en primer lugar a partir del problema del célculo de la recta tangente a una funcion
en un punto y, en segundo lugar, a través de la tasa de variacion instantanea de una funcion.
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DERIVADA DE UNA FUNCION

CONCEPTO DE RECTA TANGENTE

La idea intuitiva o grafica de recta tangente a tangente
una funcién en un punto P es muy sencilla. Es

facil comprender que la recta tangente a la b

funcién de la figura, en el punto P, es la que y

hemos dibujado. Sin embargo, cuando /
intentamos definir el concepto de recta
tangente las cosas no son tan sencillas.

Si hablamos de la recta tangente a una circunferencia en
un punto, podriamos definirla como la recta que toca a la
circunferencia en ese punto y solo en ese. ;Seria esta
definicion valida para todas las curvas? Vamos a verlo
con algunos ejemplos graficos.

Imagen 1 Imagen?2

No es
tangente

Y=f(x

)
Recta tangente

En la primera gréafica vemos que hay 2 rectas que tocan a la funciéon en un dnico punto. Sin
embargo, una es tangente a ella y otra no.

En la segunda grafica la recta dibujada es tangente a la funcion en el punto marcado. Sin
embargo, corta a la funcién en otros puntos diferentes.

Por lo tanto el concepto de recta tangente dado para una circunferencia no es valido para otras
curvas. Podriamos también preguntarnos ¢una misma recta puede ser tangente en mas de un
punto? ;Puede atravesar la funcion en el punto de tangencia?. Las dos siguientes imagenes
tratan de responder a esas cuestiones

ey
1 .-FF.-F'__-"-.-
-
.-'-"f.f. !
Imagen 3 Imagen 4
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Para intentar llegar al concepto de la recta tangente a

una funcién en un punto, vamos a fijarnos primero en

las rectas secantes que pasan por dicho punto.

Una secante a una curva es una recta que pasa por dos

puntos de dicha curva. A la recta de la figura la

denotaremos por secante PQ.

Consideremos ahora una serie de secantes PQ y=(x)
haciendo que el punto P permanezca fijo y el punto Q // ]
se traslade por la curva acercandose a P. Tendriamos
una situacion como la de las siguientes graficas:

secante

y=Ax)

N\

Recta

Secant
Tangente 1

lines

Tangent line

Si nos fijamos en las sucesivas rectas secantes PQs, PQy,....... PQs.. Observamos que la distancia
entre dichas rectas secantes y la recta tangente disminuye a medida que el punto Q se acerca a P,
tendiendo a cero a medida que el punto Q tiende a P.
Podemaos entonces definir la recta tangente a y=f(x) en un punto P como la posicion limite que
tienden a ocupar las secantes PQ cuando el punto Q tiende al punto P.

Recta tg en P:(IgiLrF\) rectas PQ

Ejemplos: Observa en las siguientes graficas como se obtiene la recta tangente como limite de
las secantes

Recta
“tangente

Ejercicios

Utilizando el concepto de recta

tangente, decide si las siguientes funciones tienen o no recta tangente en los puntos que se
indican y, en caso afirmativo dibdjala o indica cual es. ;Qué puede ocurrir con la recta
tangente de una funcion en un punto anguloso? ¢y en un punto de discontinuidad?
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/Of(x) = Vx

Ahora que ya conocemos el concepto de recta tangente a una funcién en un punto P veamos
como se calcula.
Dado que conocemos el punto P por el que pasa, el problema se reduce a calcular la pendiente
de dicha recta tangente. (recuérdese que una recta queda determinada si conocemos su
pendiente y un punto por el que pasa, siendo la ecuacion de la recta en su forma
punto-pendiente: m(X-Xo)=(y-Yo); m=pendiente, (Xo, Yo) un punto de la recta)
Como la tangente es el limite de las secantes cuando Q tiende a P, comenzaremos por calcular
la pendiente de una de las secantes PQ . Sea P(Xo, f(Xo)), (la 22 coordenada es la imagen de la
12 por ser P un punto de la funcion y=f(x), sa Q el punto Q(Xo+h, f(X,+h))
Como puede verse en la grafica,
La pendiente de la secante PQ
seré:
ms:tg(l: f(XO+h) f(XO)
fxgrh) [T : De la definicion de recta
‘ deducimos por tanto que la
f(%+h H(xo) pendiente de la recta tangente
e seré: o +h)-f)
O | — X m=lim——2—>—-%2
: s Q-P h
: Ahora bien, que Q—P es
a | equivalente a decir que h-0y
%o Xg*h por tanto la pendiente de la recta

tangente vendrfitc dade;] pcf)r la
X,+h)-f(x
formula m:!]irgw

A este limite se le conoce con el nombre de derivada de f en x=x, y se denota por f “(Xo).
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Asi pues la derivada de una funcién y=f(x) en un punto x=x, de su dominio, se define
. T(x+h)-f(x,)
como: f ‘(xo):!]lrro\f

funcion y=f(x) en el punto x=x,

y representa a la pendiente de la recta tangente a la

Ejemplo: Calcula la recta tangente a la funcién y=x? en x=3

En primer lugar hallamos el punto por el que pasa la recta tangente. Dado que en el punto de
tangencia la recta y la funcién coinciden y en nuestro caso f(3)=3?=9, el punto es (3,9)

En 2° lugar hallamos la pendiente de dicha recta tangente:

- 2_ 2
(BH)H8) | (B0)-0 . oih? . 6n-9
h h-0 h h-0 h

2
m=f ‘@)=l L
:Ligg(h+6):6
Por ultimo utilizamos la ecuacién punto-pendiente de la recta para hallar la tangente:
M(X-Xo)=Y-Yo. En nuestro caso: x.=3; yo=f(3)=9; m=f *(3)=6. La recta tangente sera:
6(x-3)=y-9; o bien operando 6x-y-9=0
NOTA: Dado que ya conocemos el calculo de derivadas del curso pasado, para hallar la
derivada podriamos haber utilizado las reglas de derivacion: y=x*=y’=2x=>m=f ‘(3)=2.3=6
NOTA:Observa que la derivada de una funcion f es otra funcion f * que asocia a cada punto la
derivada de la funcion en dicho punto, le llamaremos funcién derivada. Hablaremos de ello
con mayor precision mas adelante.
Ejercicios resueltos:
1. Utilizando la definicion de la funcion derivada calcula f ‘(1) siendo f(x)=x?*-2x+4
Sol: En este caso no podemos utilizar las reglas de derivacion ya que nos piden que utilicemos
f(1+h)-f(1) . (1+h)2 = 2(1 +h) +4-(1-2+4)
h i h -

la definicion. f ‘(1):Ling

2 2
h—0 h h-0 N ~h-0
2 <
2. Comprueba si la funcién y= X +.2 sx<l es derivable en x=1
3xsix>1

Sol: f ‘(1):”%&&“(1) . Ahora bien, al intentar hallar f(1+h) nos encontramos con que si h
es positivo (1+h) es mayor que 1y tendriamos que sustituir su imagen en la 22 formula, pero si
h es negativo (1+h) es menor que 1y su imagen deberiamos hallarla utilizando la primera
formula. Dado que h tiende a cero, h puede ser positiva, cuando nos acercaos a 0 por la
derecha, o negativa, si nos acercamos a cero por la izquierda. Por ello, para calcular el limite
anterior debemos calcular los limites laterales por la izquierda y por la derecha. A esos limites
se les conoce como derivadas laterales y se representan por f.(x) (derivada por la izquierda) y
f.”(x) (derivada por la derecha). En nuestro caso

= 1+h 2 2' 2 - 2 +,
£(1)=lim fAHn)-FQ) o ()" +2-3 . 14h?42h+2-3 o h2+2h 2)
h-0~ h h-0- h h-0- h h-0- h h-0~
_ o gy i FAFN)-F(L) o 3(1+h)-3 . 3+3h-3 . 3h __
simh+2) =2, £ (D)=lim = ——=lim === =lim === =lim 5" ==3

Y dado que los limites laterales no son iguales ese limite no existe, lo que significa que la
funcién no es derivable en x=1

Si estudiamos la continuidad de esta funcién vemos que en x=1 la funcién es continua, sin
embargo la derivada no existe al ser distintas las derivadas laterales. Diremos que en x=1 la
funcion tiene un punto anguloso
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Definicion: llamamaos derivada lateral por la izquierda de la funcion y:f(lz<) enhur:t punto
X, +h)-f(x
X=X, de su dominio, y la representamos por f.’(x) al ntimero f. ‘(xo):hlirp_%(o).

Llamamos derivada lateral por la derecha, y se representa por f.’(Xo), al nimero f .“(Xo)=
f(x,+h)-f(x,)

i h '

Para que exista la derivada de y=f(x) en el punto x=x,, deben existir y ser iguales las dos

derivadas laterales.

Ejercicios resueltos

5x+4six<0
X2 si x>0

grafica de la funcion e interpreta graficamente el resultado obtenido en el apartado anterior.

3. Dada la funcion y:{ a)comprueba si es derivable en x=0. b)Dibuja la

A) Puesto que en x=0 hay un cambio de funcion tendremos que realizar las derivadas laterales
y comprobar si coinciden.

- h)?+4
e
r=fip = i X2 s

La funcién no es derivable en x=0
B) La gréfica de esa funcion a trozos sera la siguiente:

Si hallamos el limite de las secantes por la
izquierda en el punto (0,4) coincide con la
recta y=5x+4, cuya pendiente vale 5. Por ello
la derivada lateral por la izquierda es igual a
5.

Sin embargo, si calculamos las secantes por la
derecha vemos que se acercan a una recta
vertical, es decir una recta que formaria un
angulo de n/2radianes con el eje OX. La
pendiente de esa recta seria por lo tanto
tg(n/2) que no existe.

La derivada por la derecha representa el
limite al que tienden las pendientes de las
secantes por la derecha, es decir

Jiyt9x) == |

NOTA: Lo que acabamos de ver ocurriria en
cualquier funcién discontinua da salto finito.

X2 —1six+2

1six=2
a) representa graficamente la funcion y decide si es o no derivable en x=2 a partir del
significado geométrico de la derivada. B) Comprueba analiticamente el resultado.

4. Dada la funcion y=
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a)La grafica de la funcion dada es la siguiente

Si hallamos las secantes PQ, siendo P el punto
P(2,1) y Q un punto de la curva que se desplace

e acercandose a P, observaremos que, tanto a la
derecha como a la izquierda, las sucesivas secantes
tienden a una recta vertical. Por lo tanto la funcién

0 no es derivable en x=2 y tanto la derivada lateral por
\ / 5 la derecha como por la izquierda en x=2 seran
infinitas.
s f+h)-f2) . (0+h)2-1-1 .o h2-2 2 ) _
B)f (2)_!1'53 h —M)\ h = !Lrg h =0 - % Obsérvese que tanto si h es

positivo como negativo (0+h)=2 y, por tanto, su imagen se halla en la primera formula. Por
ello el limite se hara de forma analoga cuando h— 0~ y cuando h— 0*, dando el mismo
resultado.

De los dos ejemplos anteriores puede deducirse el siguiente resultado que es fundamental a la
hora de estudiar la derivabilidad de una funcién: Una funcion discontinua en un punto no es
derivable en dicho punto

5. Dada la funcion y=¥x a)estudia, utilizando la definicion, si es o no derivable en x=0.
b)dibuja la gréafica de la funcién y explica, a partir de ella, el resultado obtenido en el apartado
anterior.

@)=l OO ¥ e iy L L
Sol. FO)=ln= ——=lin T~ =g =Iph ™ =Inpam =g ==

Por lo tanto f no es derivable en x=0
La gréfica de esta funcion es la siguiente:

Como puede observase al realizar sucesivas
rectas secantes, la recta tangente en x=0 es
vertical y, por lo tanto, la derivada en dicho

: 7 i(x) = Vs
punto no existe. [T =Vx

Continuidad y derivabilidad

Ya hemos visto antes en algunos ejemplos que cuando una funcion no es continua no es
derivable. Vamos a ver a continuacion con mas precision las relaciones entre continuidad y
derivabilidad.

Teorema: Si f es una funcion derivable en un punto x=x, de su dominio= f es continua en
dicho punto.

En efecto, si f es derivable en x=x, 3 Li£r01 =f’(Xo) :>Li£ro1(f(xo +h) —f(Xo)=

f ‘(xo).m\ h=0= Liirg(f(xo +h)—1f(xo)=0 :>Li£ro1(f(xo +h) =1(Xo) Es decir que f es continua.

f(xo+h)—f(x0)
h
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De este teorema deducimos que si una funcién no es continua no puede ser derivable
(pues si fuese derivable seria continua segun el teorema anterior)

No se cumple sin embargo el teorema reciproco, esto es: que una funcion sea continua no
implica que la funcion sea derivable.

Por ejemplo: la funcion y=|x| es continua en x=0y, sin
embargo, no es derivable en dicho punto al no coincidir los
limites de las secantes por la izquierda y por la derecha,
como puede observarse en su grafica.

Ejercicios resueltos: estudio de la derivabilidad de una funcion definida a trozos.

2
6. Estudia si la funcion y:{ X +.2 sx<l es derivable en x=1.
3xsix>1
Este ejercicio lo hemos ya resuelto en el ejercicio 2 utilizando la definicion de derivada,
obteniendo que la funcién no es derivable en x=1 ya que f.’(1)=2 y f.”’(1)=3.
Veamos como podriamos haber estudiado el problema de una forma diferente.
En primer lugar comprobaremos si la funcion es o no continua en x=1.:

XIirln_ f(x) :Xllrln_ (X*+2)=3; XIlrln f(x) :Xllrln (3x) = 3; f(1)=3. Luego la funcion es continua en x=1

Por otra parte, la funcion f es derivable en (-o0,1), al ser una funcién polinémica, y tambien en
(1,00) por la misma razon. Calculemos, mediante las reglas de derivacion, la funcion derivada
2X Si Xx<1

3six>1

Para ver si la funcion es derivable en x=1 tendremos que comprobar si la funcion derivada asi
obtenida tiene limite en x=1, es decir si el limite por la izquierda coincide con el limite por la
derecha en dicho punto.

Xllrp_f ’(x):xllrp_ 2x=2="f"(x); Xllrpf ’(x):xllqn+ 3=3=1."(X)

Dado que los limites por la izquierda y por la derecha no coinciden la funcién no es derivable
en x=1.

NOTA: Este método solo es valido para funciones continuas. Observemos por ejemplo la

X? +1six<1 ] 2xsix<l sin embargo la funcién no es
X2six>1 y 2x si x>1 y g

derivable en x=1 al no ser continua. Realiza la gréafica de la funcion y analiza a partir de ella el
significado de que los dos limites laterales de la funcion derivada den lo mismo y la razén de
que, a pesar de ello, la funcidn no sea derivable. ;Concide en este caso eIXIirln_f ’(x) con f_’(x)?

ey el XIlrlnf (x) conf.’(x) ?

en dichos intervalos: f ‘(x):{

siguiente funcién; y=

X —1six<0

7. Estudia la derivabilidad de la funcién: y=1 x> —x+2si0<x<2 Yy hallasu funcién
3Xx—2six>2

derivada.
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Estudiaremos primero la continuidad de la funcion:

Las funciones y=x-1, y=x?-x+2 e y=3x-2 son continuas en R por ser funciones polinémicas,
por lo tanto f es continua en (—oo, 0)U(0, 2) U (2, ). Tenemos que estudiar la continuidad en
x=0y en x=2.

Continuidad en x=0: Xllrg\f (x):xlig\_ X—1=-1, Xllrg\f (x):xlir(p+ X% —x+2 = 2; f(0)=2. La funcién
es discontinua de 1? especie en x=0.

Continuidad en x:2:XIir2n_f (x):xlirzn_ X2 —X+2 =4 XIlrznf (x):xlirzn+ 3x—2 =4, f(2)=4. La funcion es
continua en x=2.

Estudiamos ahora la derivabilidad de la funcion:

Las funciones y=x-1, y=x?-x+2 e y=3x-2 son derivables en R por ser funciones polinémicas,
por lo tanto f es dervable en (—oo, 0)U(0, 2) U (2, ). Tenemos que estudiar la derivabilidad en
x=0y en x=2.

Derivabilidad en x=0: La funcidn no es derivable en ese punto por no ser continua.
Derivabilidad en x=2: Estudiamos primero la funcién derivada antes y después del 2

1 six<0
f(X)=y 2x—15si0<x<2 ; Xllrznf ’ (x):xlirzn_ 2x-1=3; Xllrznf ’ (x):xlirzn+ 3=3Por lo tanto la
3six>2
funcidn es derivable en x=2
1 si x<0
La funcién derivada sera: f ‘(X)=y 2x—1si0<x <2 Observar que estamos tomando la
3six>2

igualdad en x=2 porque ya hemos comprobado que es derivable en ese punto.

iy ax?+2x-3six<1 .
8. Calcula a y b para que la funcion: y= { b Lx si x>l sea derivable en todo R
Para cualquier valor de a 'y b se verifica que la funcién y=ax?+2x-3 es continua y derivable en
R, por ser una funcién polindémica, y la funcion y=b+Lx es continua y derivable en (0, o) por
ser una funcion elemental definida en ese intervalo. En consecuencia, f es continua y derivable
en (—oo0,1) U (1, ). Tendremos que estudiar su derivabilidad en x=1.
Continuidad en x=1: XIlrln_f (x):xlirln_ ax?+2x—-3=a+2-3=a-1; XIlrln+ f(x) = Xlirlrl(b + LX) =b;

f(1)=a-1. Luego la funcién seré continua siempre que a-1=b

. A 2ax+2six<l . .
Estudiamos su derivabilidad: f “(x)= . ; limf” (X)=lim 2ax+2 = 2a + 2;
1/xsix>1 X=1 x=1-
XIir1n+f ’ (x):XIirln+ 1/x =1. Por tanto, para que f sea derivable es necesario que
a-1=b (para que sea continua) . . a=-1/2
- . Resolviendo el sistema
2a+2=1  (para que coincidan las derivadas laterales) b=-3/2
!:I normal tangenie
A
Recta normal a una funcién en un punto 2 \
Llamaremos recta normal a una funcién en un punto P (X,

f(xo)) a la recta que pasando por P es perpendicular a la :

tangente en ese punto. 15

Si se tiene en cuenta que las pendientes de dos rectas

perpendiculares verifican m’=-1/m, es facil comprender

que la pendiente de la normal vendra dada por 0.5
m’=-1/f *(Xo)
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Ejercicios resueltos: Calculo de las rectas tangente y normal a una funcién en un punto

9. Hallar la recta tangente y la normal a y=tgx en x=r/4
Xo =1t/4 ; Yo=Ff(Xo)=f(n/4)=tg(n/4)=1; Punto (n/4,1)
f ‘(X)=1+tg*(X)=f ‘(n/4)=1+tg*(n/4)=1+1=2 (pendiente de la recta tangente);
Ecuacion de la recta tangente: m(x-Xo)=y-Yo; 2(X-7/4)=y-1
Ecuacion de la recta normal: m(x-xo)=y-Yo; -1/2(x-7/4)=y-1

10. Dada la funcién y=x? a) hallar un punto cuya recta tangente sea horizontal

b) hallar un punto cuya recta tangente sea paralela a la bisectriz del 2° cuadrante

c) Hallar un punto cuya recta tangente sea paralela a la recta 3x+2y-5=0
Nota: para realizar este ejercicio debemos tener en cuenta que dos rectas paralelas tienen la
misma pendiente y que la pendiente de la recta tangente en un punto coincide con la derivada
en ese punto.
a) Que la recta tg sea horizontal es equivalente a decir que la pendiente de dicha recta, es decir
la derivada, valga cero. f *(xX)=2x=0=x=0. En ese punto la recta tangente es horizontal.
b)La bisectriz del 2° cuadrante es la recta y=-x y su pendiente serd y’=-1. Buscamos un punto
de la curva cuya derivada sea igual a -1. f‘(x)=2x=-1= x =-1/2. En ese punto la recta
tangente es paralela a la bisectriz del segundo cuadrante 3

X

c) Necesitamos conocer la pendiente de la recta 3x+2y-5=0,despejando queda y:5_T, por

tanto su pendiente serd y’=-3/2. Buscamos un punto de la curva cuya derivada sea igual a -3/2.
T “(X)=2x=-3/2=x=-3/4. En ese punto la recta tangente es paralela a la recta 3x+2y-5=0

11. Determinar k para que las rectas tangentes a la funcién y=kx*-x*+2 en x=0 y en x=1 sean
paralelas

Sol: Si las rectas tangentes en esos dos puntos son paralelas deben tener la misma pendiente.
Esto es equivalente a decir que las derivadas en ambos puntos tienen que ser iguales.

f *(x)=4kx3-3x?; sustituyendo obtenemos: f ‘(0)=0; f ‘(1)=4k-3.=4k-3=0=k=3/4

12. Hallar un punto de la funciéon y=,/x+1 cuya recta tg forma un angulo de 30° con la parte
positiva del eje OX. Escribe la ecuacion de la tangente y de la normal en ese punto

Sol: Por definicién la pendiente de una recta es igual a la tangente del angulo que la recta
forma con la parte positiva del eje OX. Es decir, la pendiente de la recta tangente sera
m=tg(30°)=1/,/3 . Como esa pendiente ha de coincidir con la derivada, buscamos un punto de

<z . ‘ 1 1 1 1
la funcion cuya derivada valga 1/./3 . f “(X)= = x=-1/4
Uneion culya dervaca valg = et~ 3 Ax+D) 37

Recta tangente en x=- 1/4
I3

Xo=-1/4; yo=f(-1/4)= |-+ +1 = ﬁ = % —— Recta tangente 13 X+14)=y-—
Recta normal en x=-1/4:

3 3
Xo=-1/4; yo=-5-; m’=-1/m=-,/3 Recta normal {3 (x + 1/4) =y — 5~

La derivada como tasa de variacion instantdnea de una funcion.

Hasta ahora hemos estudiado la derivada como la pendiente de la recta tangente a una funcién
en un punto. Veamos ahora este concepto desde un punto de vista distinto que nos servira
para medir la variacion de la variable y con respecto a la variable x.

Vamos a comenzar estudiando un ejemplo:

Supongamos que la relacion entre la distancia recorrida en metros por un mévil y el tiempo en
segundos es e(t) = 6t% Calcular la velocidad media entre t=1y t=4.
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La velocidad media sera la relacion entre el espacio recorrido y el tiempo transcurrido, en
consecuencia la v, en ese intervalo de tiempo, [1,4], vendria dada por

e(d)-e(l 2_6.12
V.= (2_1( ) _6.4 36.1 :% _ 30msg
De forma general si e=e(t) es una funcién que determina el espacio recorrido en funcion del

. . . . , e(ty) —e(t
tiempo, llamaremos velocidad media en un intervalo [t;, t2] al nimero vm:%

Supongamos que queremos ahora conocer la velocidad instantanea de ese mévil en un
determinado momento t=t,, ;,como podriamos proceder?

Parece evidente que la velocidad media en un intervalo de tiempo no tiene porqué coincidir
con la velocidad que el movil lleva en cada uno de los instantes que conforman dicho
intervalo. Sin embargo, cuanto méas pequefio es el intervalo de tiempo que tomemos mas
cercanas estaran la velocidad media y la velocidad instantanea. Por ello, para determinar la
velocidad instantanea en el instante t=t, podriamos tomar intervalos del tipo [to, toth] e ir
haciéndolos cada vez mas pequefios, de forma que la velocidad instantanea seria el limite de

las velocidades medias en dichos intervalos cuando h-0.
e(to + h) —e(to)
h

De forma matematica definiriamos Vi:!]irr()\

Vamos a generalizar estos conceptos para una funcién cualquiera y=f(x) y a determinar cual
seria su significado.

Definicion: Llamamos Tasa de variacion media 'i /
de una funcién y=f(x) en un intervalo [a,b] al -: y

. _f(b)—f(a) Ay | ,.
numero: TVM—W:H MJJ-(X

Como vemos en la grafica la TVM en el -
intervalo [a,b] se corresponde con la pendiente o
de la recta secante a la funcion en dichos puntos. i ]

Es decir mediria lo que ha variado la altura, 5 ’ b
f(b)-f(a), en relacion a lo que ha variado la

longitud, (b-a).

La TVM solo describe la relacion entre las variables en los extremos del intervalo, no importa
lo que ocurre dentro del mismo. Por ejemplo, las dos graficas siguientes tienen la misma TVM

en el intervalo [a,b] y sin embargo sus comportamientos en dicho intervalo son absolutamente
diferentes.
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Generalizaremos ahora el concepto de velocidad instantanea que hemos visto antes para una
funcion cualquiera.

Definicion: Llamamos tasa de variacion instantanea de una funcion y=f(x) en un punto x=x,

.. , . f(xo+h)—f(x . A )
de su dominio al nimero TVI:Hrr()\ (Xo r)] (Xo) = IlmoA—;/. A este numero se le llama

f(Xo + h) — F(X0)
h

también derivada de la funcion en x=x,. f ‘(xo):Lirg

La TVI medira la relacion entre las dos variables en un punto dado.

Fijémonos que si ese cociente es positivo, la variacion de la y tiene que tener el mismo signo
que la variacion de la x, en algn entorno del punto X,. Es decir, si la x aumenta la y aumenta,
si la x disminuye la y disminuye. Esto es equivalente a decir que la funcion es creciente en
dicho punto. Ademas, cuanto mayor sea la TVI mayor seré la relacién del aumento de la 'y con
respecto a la x, es decir el crecimiento serd méas répido.

Por otra parte, si la derivada o TVI es negativa, el cociente ha de tener distinto signo, lo que
indica que si la x aumenta la y disminuye y viceversa. Por lo tanto la funcion es decreciente en
ese punto.

fix+h) = n‘u*----*
[}
".\ Hx+hl=Hx)
“ H | I\\
xth) = Hx) b
: \
fix)— fix+h) + - o \..‘__
i i e —
“ h h
{4 = — 0 +
X x+h X x+h
lim fx+h)-fix) =1 lim fx+h)-Hix) <0
h—=0 h h-0 h
Tasa de variacion instantinea positiva Tasa de varizcion instantines negativa

Ejemplo: Dada la funcién f(x)=x?+1 calcula su TVM en el intervalo [1,2] y su TVI en x=2

TVM= f(zg — fl(l) =3 1 2_ 3; laTVI en x=2 es equivalente a hacer f “(2); f(x)=2x,

f“(2)=4; TVl en x=2 es igual a 4
Derivadas de orden superior
Consideremos una funcion y=f(x) con dominio D y sea D’ el conjunto donde dicha funcién es
derivable. Llamamos funcién derivada de f a la funcién que asocia a cada punto de D’ con su
derivada en ese punto:
D(f): D’ >R

Esta nueva funcién sera derivable en un conjunto D’’, llamaremos derivada segunda de fa la
funcion:
D¥(f): D” R

Xmmmmmmmm i m e —>(f“(x))’=f “’(X)
Siguiendo el mismo razonamiento podriamos definir la derivada tercera, derivada cuarta, y, en
general, la derivada n-sima de f.
Ejemplol: Hallar la derivada cuarta de la funcion y=x*>-2x*+3x>-6, indicando su dominio
La funcion es derivable en todo R por ser polindmica. Hallamos sus derivadas sucesivas hasta
la de orden 4: y ‘=5x*-8x*+6X; y ’=20x3-24x*+6; y’"’=60x>-48X; y'V=120x-48 su dominio es R
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Ejemplo 2: Dada la funcion y=/x Calcula su segunda derivada indicando su dominio
El dominio de y=/x es [0,x0); y’:L siendo su dominio (0,%0) que es el conjunto en que la

2/x
_221
funcion de partida es derivable; y’’= 4Xﬂ = 4)(_\}? Su dominio sera (0,00)

Ejemplo 3: Dada la funcion y=Lx halla su funcion derivada segunda indicando su dominio

El dominio de y=LX es (0,); su primera derivada es y’=< con dominio (0,e0), conjunto de
derivabilidad de la funcion y=Lx, (obsérvese que aunque el dominio de la funcién y=1/x es
R-{0}, no puede tomarse ese dominio para la derivada de y=Lx, ya que una funcion no puede
ser derivable en un conjunto mayor que su dominio); y’’=-1/x* con dominio (0,)

Derivabilidad en un intervalo.

Diremos que una funcion y=f(x) es derivable en un intervalo abierto (a,b) si lo es en todos los
puntos de dicho intervalo.

Veamos a continuacion dos teoremas fundamentales que cumplen las funciones derivables y
algunas de sus aplicaciones.

TEOREMA DE ROLLE

Sea f una funcion continua en [a,b] , derivable en (a,b) y tal que f(a)=f(b); se verifica entonces
que existe algin punto ¢ €(a,b) tal que f'(c)=0

Significado geométrico

El significado geométrico del teorema de Rolle es que si f es una funcién continua en [a,b],
derivable en (a,b) y tal que f(a)=f(b), entoces existe al menos un punto perteneciente al
intervalo abierto (a,b) en el que su recta tangente es horizontal

v Y
A H
f'c)=0
[
. fla) % f(p)
8] g G h X
Y
Y {
a fie)=0 4
fla) % f(b)
X = a c b2
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NOTA :

Las hipotesis de continuidad en el intervalo cerrado y de derivabilidad en el abierto se deben a
que son las minimas necesarias para que el teorema se verifique. En las dos figuras que siguen
podemos observar: en la 1% una funcion que cumple todas las hipotesis de Rolle excepto la
continuidad en el cerrado, pues s6lo es continua en el abierto; en la 22 una funcion que cumple
igualmente todas las hip6tesis del teorema excepto la derivabilidad en un punto del intervalo
abierto. En ambos ejemplos vemos que no se verifica la tesis del teorema, es decir no existe
ningln punto del intervalo abierto con recta tangente horizontal.

EJEMPLO 1: Estudia si se puede aplicar el teorema de Rolle a la funcion y=x3-2x*+x en el
intervalo [0,1]. En caso afirmativo halla el valor ¢ que verifica la tesis.

La funcion es continua en el intervalo [0,1] y derivable en el y intervalo (0,1) por ser una
funcion polinémica. Ademas, f(0)=0y f(1)=0, por lo tanto si es aplicable el teorema

de Rolle en ese intervalo.

Para calcular el valor que cumple la tesis debemos derivar e igualar a cero. f ‘(x)=3x?-4x+1=0

:{ Xx:ll Dado que el valor de la tesis del teorema debe pertenecer al abierto (0,1),

deducimos que dicho valor es ¢=1/3

EJEMPLO 2: Estudia si se puede aplicar el teorema de Rolle a la funcion

X2 +xsix<0
y=1 xsi0<x<3 en el intervalo [-2,2] y en el intervalo [-2,4]. En caso afirmativo halla el
3 cos(x-3) si x>3

valor c que verifica la tesis.
Tenemos que estudiar la continuidad y derivabilidad de la funcion en los intervalos sefialados.
Dado que esta compuesta por funciones elementales los Unicos puntos problematicos seran
x=0 y x=3. Continuidad en x=0: XIir(p_(x2 +X)=0; XIlronx =0; f(0)=0 Por lo tanto la funcién es
continua en x=0. Continuidad en x=3: Xlir?px:s; Xllr?p 3cos(x-3)= 3; f(3)=3. Por lo tanto la
funcién es continua en x=3.

En consecuencia la funcién es continua en todo R y en particular en los intervalos cerrados

2Xx+1 si x<0
[-2,2] y [-2,4]. Estudiaremos ahora su derivabilidad: y’= 1 si 0<x<3 ;
—3sen(x-3) si x>3

f_’(0)=1; f.’(0)=1 Por lo tanto f es derivable en x=0 ; f ’(3)=1; .’(3)=0 Por lo que f no es
derivable en x=3. En consecuencia, f es derivable en el abierto (-2,2) pero no en el (-2,4), por
lo que en este intervalo no cumple las hip6tesis del teorema de Rolle.

En el intervalo [-2,2] cumple la hip6tesis de continuidad en el cerrado y derivabilidad en el
abierto, falta comprobar lo referente a las imagenes: f(-2)=4-2=2; f(2)=2, en consecuencia
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cumple las hipétesis del teorema en este intervalo. Vamos a hallar el valor del punto ¢ que
garantiza la tesis, para ello igualamos la derivada a cero: 2x+1=0=x=-1/2 € (-2, 2).

X2 +ax+hsix<2
cx +1six>2
del teorema de Rolle en el intervalo [0,4]. Halla para dichos valores los puntos que verifican la

tesis.

La funcién estd compuesta por funciones polinémicas por lo que es continua y derivable en
R-{2} cualesquieran que sean los valores de a,b y c. Estudiemos la continuidad y derivabilidad
en X=2; XIirzn_(x2 +ax+b)=4+2a+b=f(2); lim(cx+1)=2c+1. Para que la funcion sea

EJEMPLO 3: Halla a,b y ¢ para que la funcién y:{ cumpla las hipétesis

2X+a Si Xx<2
C Six>2
Para que la funcion sea derivable en x=2 es preciso que 4+a=c. Ademas, para que se cumpla el
teorema en el intervalo[0,4] ha de ocurrir que f(0)=f(4), f(0)=b; f(4)=4c+1, luego b=4c+1.
De todo lo anterior se deduce que para que f cumpla el teorema en ese intervalo ha de
4+2a+b=2c+1
cumplirse: d+a=c y resolviendo el sistema se obtiene: a=-3, b=5, c=1.
b=4c+1
Nos piden que, para esos valores, hallemos los valores que cumplen la tesis. Es decir, los
puntos del intervalo (0,4) en los que se anula la derivada. Si x>2 la derivada es igual a c=1, lo
que quiere decir que no se anula; si x<2 la derivada vale 2x+a=2x-3=0=>x=3/2, que pertenece
al intervalo (0,4) y es el Gnico que cumple la tesis del teorema de Rolle.

continua en x=2 es necesario que 4+2a+b=2c+1,; y’:{ f’(2)=4+a; f.’(2)=c.

COROLARIO DEL TEOREMA DE ROLLE: Del teorema de Rolle obtenemos facilmente
el siguiente resultado: Entre dos raices a y b de una funcién que sea continua en [a,b] y
derivable en (a,b) se encuentra siempre una raiz de su derivada.Basta aplicar el teorema para
el caso de que f(a)=f(b)=0, es decir que ay b sean dos raices de y=f(x)

Este corolario puede servirnos para demostrar la unicidad de las raices de una funcion por el
método de reduccion al absurdo.

Ejemplo 1: Demuestra que la funcién y=x*+x?+2x+1 tiene una y solo una raiz real.

Por el teorema de Bolzano comprobamos que tiene alguna solucién: f(-1)=-1<0, f(0)=1>0y
f es continua en el intervalo [-1,0], por ser una funcién polindmica. Aplicando el teorema de
Bolzano sabemos que 3c € (-1, 0) tal que f(c)=0, es decir que f posee al menos una raiz en el
intervalo (-1,0).

Pasamos ahora a demostrar que solo puede tener 1 raiz aplicando el corolario del teorema de
Rolle: Al ser una funcion polindmica f es continua y derivable en todo R, si la funcion
tuviese dos raices cumpliria todas las hipotesis del teorema de Rolle en el intervalo
comprendido entre ellas y, por lo tanto, tendria que haber en dicho intervalo un punto en el
que la derivada se hiciese cero. Sin embargo, la derivada de la funcidn es y’=3x*+2x+2, que no
se hace cero nunca pues la ecuacion 3x*+2x+2=0 no tiene solucién. Esto garantiza que la
funcion no puede tener dos raices ya que ello contradiria el teorema de Rolle.

Ejercicios Propuestos: (Solucion al final de la teoria)

1. Demuestra que la ecuacion x*-4x-1=0 tiene exactamente 2 raices reales y dar un intervalo al
que pertenezca cada una de ellas.
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2. Demuestra que la ecuacion x*-5x*+3x+2=0 tiene exactamente 3 raices reales y dar un
intervalo al que pertenezca cada una de ellas.

3. Demuestra que las funciones y=2x*+x? e y=x*+6x-1 se cortan una Unica vez en el intervalo
(0.1)

4.Demuestra que la funcion y=e*+x corta al eje OX una sola vez

TEOREMA DEL VALOR MEDIO

Sea f una funcién continua en el intervalo cerrado [a,b] y derivable en el intervalo abierto
f(b) —f(a)
b-a

(a,b), se verifica que existe un punto ce(a,b) tal que : f'(c)=
Significado geométrico

f(b) -f(a)

f' (c) es la pendiente de la recta tangente en el punto x=c €(a,b) ; “p_a la pendiente de

la cuerda que une los puntos (a,f(a)) y (b, f(b)). Dado que el teorema nos garantiza la
igualdad de esas dos pendientes, las rectas correspondientes han de ser paralelas. Es decir, el
teorema del valor medio garantiza que si una funcién es continua en un intervalo cerrado [a,b]
y derivable en el abierto (a,b) existe al menos un punto, de dicho intervalo abierto, cuya recta
tangente es paralela a la cuerda que une los puntos (a,f(a)) y (b,f(b))

y| | e . Y]

'-‘--F‘

6]

Nota 1:

El teorema de Rolle es un caso particular del teorema del valor medio cuando f(a)=f(b)

Nota 2:

En los mismos ejemplos que hemos puesto para el teorema de Rolle puede comprobarse que
son necesarias las hipotesis de continuidad en el cerrado y de derivabilidad en el abierto

EJEMPLO 1 Razona si la funcidon y=cos?x cumple las hipdtesis del teorema del valor medio
en el intervalo [0,7]. En caso afirmativo halla los valores que verifiquen la tesis

La funcién y=cos®x es continua y derivable en todo R, por lo tanto: es continua en el intervalo
[0,7] y derivable en (0,7). Es decir, cumple las hipotesis del teorema del valor medio en dicho
intervalo. Para calcular el o los valores que cumplen la tesis, hemos de resolver la ecuacion

f(m) - (0
f(o=T 0 =fO) ( ) 0( ) .
2 2
f(x):-2cosx.senx; (72 B(O) cos (n) €05°0) _4 por 1o que obtenemos 2cosx.senx=0,

resolviendo esa ecuacién vemos que en el mtervalo (0,7) tiene una Unica raiz x=r/2 que sera
el valor que verifica la tesis.
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EJEMPLO 2: Determina un punto de la funcién y=x? cuya recta tangente sea paralela al
segmento determinado por los puntos A(1,1) y B(3,9)

Dado que la funcion es continua y derivable en todo R, cumplira el teorema del valor medio en
cualquier intervalo que tomemos. Los puntos A y B pertenecen a la funcién, al ser f(1)=1y
f(3)=9. Aplicando el teorema del valor medio al intervalo [1,3] sabemos que existird un
punto c, perteneciente al abierto, cuya recta tangente es paralela a la cuerda que une los

puntos Ay B. Dicho punto sera aquel que verifique f ‘(x):% =31 =4

y’'=2x=4 =x=2 ; f(2)=4= El punto buscado sera (2,4)
Ejemplo 3

X2 +nX si X<-2
X3+ mx? six>-2
del teorema del valor medio en el intervalo [-4,2]. Para esos valores halla el o los valores a los
que se refiere la tesis.

Dado que las dos partes que componen nuestra funcion son funciones polinémicas, continuas
y derivables en todo R, el Unico punto problematico en el intervalo [-4,2] es x=-2. Hemos de
estudiar la continuidad y derivabilidad en este punto:
Jim f(x) = lim. X% +nx=4-2n; Jim () = lim, x3 +mx? =-8+4m. Por tanto para que sea
continua en el cerrado [-4,2] ha de verificarse que 4-2n=-8+4m
2X+ N Si X<-2
3x? + 2mx si x>-2
Por tanto para que sea derivable en el intervalo [-4,2] ha de verificarse que sea continua y
ademas que -4+n=12-4m. Resolvemos el sistema para que se cumplan ambas hipotesis:
4-2n=-8+4m
—4+n=12-4m

Calcula los valores m y n para que la funcion f(x):{ cumpla las hopotesis

Estudiamos ahora la derivabilidad. f *(x)= £’(-2)=-4+n; f,’(-2)=12-4m

y obtenemos n=-4 y m=5. La funcion es por tanto

] X% —4xsix<-2 . v ) 2X—4six<-2
F(x)—{ W 1 5x2 i X > -2 y su derivada f (x)—{ 32 4 10X Si X> -2 Para calcular el punto
. f(4) —f(-2
que cumple la tesis debemos hallar un punto ce(-4,-2) tal que f ‘(c):% = —%

Si ce (-4, -2) ha de verificarse que 2c-4=-2/3, resolviendo obtenemos c=5/3 que no pertenece
a ese intervalo y por tanto no es valido. Si ce(-2,2) ha de verificarse que 3c’+10c=-2/3,

_ S+J23 +6m =0'068056 € (-2,2) _ 54 /23
resolviendo c= 5_ /23 luego hay un Unico valor C=—7p
—% = 3265277 ¢ (-2,2)

Soluciones ejercicios propuestos teorema de Rolle.

1. Demuestra que la ecuacion x*-4x-1=0 tiene exactamente 2 raices reales y dar un intervalo al
que pertenezca cada una de ellas.

Solucion

Consideremos la funcién f(x)=x*-4x-1 continua y derivable en todo R, por ser una funcion

polinémica.

Vamos a demostrar en primer lugar que dicha funcion tiene al menos dos raices:
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Consideramos el intervalo [-1,0] en el que la funcién es continua por serlo en todo R;
f(-1)=4>0; f(0)=-1<0. La funcion cumple en dicho intervalo las hipdtesis del teorema de
Bolzano y, en consecuencia, posee una raiz en el intervalo (-1,0).

Consideremos ahora el intervalo [1,2] en el que la funcion también es continua por la misma
razon dada anteriormente. Se verifica que f(1)=-4<0 y f(2)=7>0. Por el teorema de Bolzano
sabemos que la funcién posee otra raiz en el intervalo (1,2).

Asi pues hemos demostrado que la ecuacién de partida tiene al menos dos raices reales y
hemos dado, al mismo tiempo, un intervalo al que pertenece cada una de ellas.

Pasemos ahora a demostrar que la ecuacion no puede tener mas de dos raices reales.

Si la funcion f(x) tomada anteriormente tuviese mas de dos raices reales, su derivada tendria
que tener una al menos dos ya que el teorema de Rolle garantiza que entre dos raices de una
funcion continua y derivable se encuentra al menos una de su derivada.

Sin embargo, f ¢ (X)=4x>4 y 4x3-4=0=4X°=4=X=1=x=1. Es decir la derivada solo tiene una
raiz real y, por lo tanto, la funcién de partida no puede tener mas de dos.

2. Demuestra que la ecuacién x*-5x*+3x+2=0 tiene exactamente 3 raices reales y dar un
intervalo al que pertenezca cada una de ellas.

Solucion

Consideremos la funcion f(x)=x3-5x?+3x+2 continua y derivable en todo R, por ser una

funcién polinémica.

Vamos a demostrar en primer lugar que dicha funcion tiene al menos tres raices:

Consideramos el intervalo [-1,0] en el que la funcién es continua por serlo en todo R;
f(-1)=-7<0; f(0)=2>0. La funcion cumple en dicho intervalo las hipdtesis del teorema de
Bolzano y, en consecuencia, posee una raiz en el intervalo (-1,0).

Consideremos ahora el intervalo [0,2] en el que la funcion también es continua por la misma
razon dada anteriormente. Se verifica que f(0)=2>0 y f(2)=-4<0. Por el teorema de Bolzano
sabemos que la funcién posee otra raiz en el intervalo (0,2).

Por ultimo, consideremos el intervalo [2,5] en el que la funcién también es continua por ser
polindmica. Se verifica que f(2)=-4<0 y f(5)=17>0. Por el teorema de Bolzano sabemos que la
funcién posee otra raiz en el intervalo (2,5).

Asi pues hemos demostrado que la ecuacién de partida tiene al menos tres raices reales y
hemos dado, al mismo tiempo, un intervalo al que pertenece cada una de ellas.

Pasemos ahora a demostrar que la ecuacion no puede tener mas de esas tres raices reales.

Si la funcion f(x) tomada anteriormente tuviese mas de tres raices reales, su derivada tendria
que tener al menos tres ya que el teorema de Rolle garantiza que entre dos raices de una
funcion continua y derivable se encuentra al menos una de su derivada.

Xx=3

= 1
Sin embargo, f * (X)=3x?-10x+3 y 3x?-10x+3=0 { x=1/3 " Es decir la derivada solo tiene
dos raices reales y, por lo tanto, la funcion de partida no puede tener mas de tres.

3. Demuestra que las funciones y=2x3+x? e y=x*+6x-1 se cortan una Unica vez en el intervalo
0,1)

pag 38



DERIVADA DE UNA FUNCION

Solucion

Que dichas funciones se corten es equivalente a demostrar que 2x3+x?= x?+6x-1 0, lo que es lo
mismo que 2x*-6x+1=0. Hemos pues de demstrar que dicha ecuacion solo posee una raiz real
en el intervalo (0,1).

Consideremos la funcién f(x)=2x*-6x+1 continua en el intervalo [0,1] por ser polinémica. Se
verifica que f(0)=1>0 y f(1)= -3<0, por el teorema de Bolzano sabemos que la funcion tiene al
menos una raiz en el intervalo (0,1)

Demostraremos ahora que dicha raiz tiene que ser Unica. La funcion es continua en [0,1] y
derivable en (0,1) por ser polindmica, si tuviese dos raices reales en dicho intervalo se
cumpliria el teorema de Rollo en el subintervalo determinado por dichas raices y, en
consecuencia, la funcion derivada tendria que tener al menos una raiz en el intervalo (0,1). Sin
embargo, la funcién derivada es f * (X)=6x>-6 que se hace cero Gnicamente en x=-1 y x=1, por
lo tanto no tiene ninguna raiz en el intervalo abierto (0,1).

Hemos demostrado pues que las funciones de partida se cortan una vez y solo una en (0,1).

4. Demuestra que la funcion y=e*+x corta al eje OX una sola vez
Vamos a comenzar demostrando que dicha funcion corta al eje OX al menos una vez, lo que
es equivalente a comprobar que tiene al menos una raiz real.

Consideremos el intervalo [-1,0] en el que la funcién es continua por serlo en todo R ya que es
una funcién elemental. f(-1)=e?*-1<0; f(0)=e’=1>0. La funcién cumple en el intervalo [-1,0]
las hipotesis del teorema de Bolzano y, por lo tanto, tiene al menos una raiz en el abierto
(-1,0).

Demostraremos ahora que dicha raiz es Unica. Si la funcién tuviese dos raices x=a y x=b,
cumpliria en el intervalo [a,b] el teorema de Rolle ya que es continua en [a,b] y derivable en
(a,b), por ser una funcion elemental, y f(a)=f(b)=0. En consecuencia, su derivada tendria que
tener en dicho intervalo una raiz real. Sin embargo, f * (X)= €*+1 que no se hace nunca cero

pues e+1=0=¢*=-1 lo que no es posible al ser e* > 0 VX<R
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ANEXO: Tabla de funciones derivadas

Funcion Funcion derivada Funcion Aplicacion regla de la cadena
compuesta
y=kK y'=0
y=X y'=1
y=K.x y'=k y=K.f(x) y'=k.f “(X)
y=x y'=n. X" Y= [y=n(f))™F*()
y=1/x =x" Se aplica la formula
anterior

Caso particular | y=—L1 y=/f(x) 1%

y=Jx |7 2/% PN
y=(f+9)(x) y'=f(x)+g ‘()
y=(f.9)(x) y'=f

3 99
— X).g(x)—f(x).g" (x
e [ TR
y=a* y’=a*La y=a™ y’=a™.f {(x).La
Caso particular
y=¢* y’=¢e* y=e™ y’=e™.f “(x)
y=Lx y'=1/x y=L(f(x)) _T'X)
(%)

y=log.x y’=1/x. log.e y=log.(f(x)) T7(x)

f(X) log.e
y=senx y’=C0SX y=sen(f(x)) y’=cos(f(x)).f “(x)
y=COSX y’=-senx y=c0s(f(x)) y’=-sen(f(x)).f “(x)
y=tgx y’=sec?(x) o bien y=tg(f(x)) y’=sec?(f(x)).f “(x)

y'=1+tg*(x) y'=(1+tg*f(x)).f *(X)
y=ctgx y’=-cosec’(x) 0 bien | y=ctg(f(x)) y’=-cosec?(f(x)).f “(x)
y'=-(1+ctg*(x)) y'=-(L1+ctg*f(x)).f “(x)
y=Secx y’=secX.tgx y=sec(f(x)) y’=sec(f(x)).tg(f(x)).f “(x)
y=C0SeCX y’=-COSeCX.Ctgx y=cosec(f(x)) | y’=-cosec(f(x)).ctg(f(x)).f *(x)
y=arcsenx y'= y=arcsen(f(x)) | ,,___ T (X)
1-x2 /1_(f(x))2
y=arccosx y'=——1 y=arccos(f(x)) | T (X
L=xt 1 (f(x))?
y=arctgx y'=—1 y=arctg(f(x)) | .. F(X)
1+x2

Y 1 (10)?

Funcidn potencial -exponencial: se aplican logaritmos y después se deriva
Ejemplo: y=(senx)*. 1°. Aplicamos logaritmos a ambos miembros: Ly=xL(senx).

oPeri ; LY
2°Derivamos ambos mienbros: 7-L(senx)+x Senx
COSX

COSX

y’=(L(senx)+x SENX ).y=(L(senx)+x SENX

COSX

) . (senx)*

. 3° despejamos y’:
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EJERCICOS DE DERIVABILIDAD

A) Tasa de variacion media. Definicion de derivada. Recta tangente

1.

2.

o

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Una misma recta ;puede ser tagente a una funcién en diferentes puntos?. Explica la
respuesta ayudandote de una gréfica.

¢Hay alguna funcion que tenga la misma pendiente en todos sus puntos? Razona la
respuesta.

Verdadero o falso: a) Toda funcion continua es derivable; b) Toda funcion derivable es
continua; ¢) Si una funcién no es derivable entonces no es continua; d) Si una funcion no
es continua entonces no es derivable.

Calcular, utilizando la definicién de derivada, f *(2) siendo f(x)=1-x+x2 ;Qué significado
geométrico tiene f *(2)?. Calcular el punto de corte de la recta tangente a y=f(x) en x=2
con el eje OX.

Calcular b para que la tasa de variacion media de la funcion y=L(x+b) en el intervalo [0,2]
valga L2. Calcular a continuacion la tasa de variacion instantanea en los extremos del
intervalo.

Sea y:{ ZXXzT_g,l :il :joo cexiste algin punto en el que la tangente a la gréfica sea paralela
al eje OX?

Explicar porqué la funcién y=|x| no es derivable en x=0. Calcular las derivadas laterales.
Estudia la derivabilidad de la funcion y=|x+1| analitica y graficamente.

Dadas las funciones y=x* e y=x*+2 ;Cémo son sus pendientes en x=2?;C6mo son sus
rectas tangentes en dicho punto?

¢Puede ser la recta y=x paralela a la recta tangente a la funcién y=x3-7x+1 en algin
punto?. ¢Existe algun punto de dicha curva con tangente paralela a la recta x=1?

Si la tangente a una curva en un punto es horizontal ;cuanto vale la derivada en dicho
punto?. ;Y si la tangente es paralela a la bisectriz del primer cuadrate?

¢Puede haber distintas funciones qué tengan la misma funcién derivada? En caso
afirmativo cémo serian sus gréficas.

Hallar los puntos en los que la funcién y=|x?>-5x+6| no tiene derivada. Justificar el resultado
de forma analitica y gréfica.

Hallar la derivada de y=x3 en x=0 ;Cudl es la recta tangente a la funcién en dicho punto?
¢Cual es la posicion de dicha tangente respecto a la grafica de la funcion?

Halla el area del tridngulo determinado por los ejes coordenados y la tangente a la curva
xy=1 en el punto x=1

¢Es correcto definir la tangente a una curva en un punto P como aquella recta que tiene en
comun a la curva exactamente el punto P?

Utilizando la definicion de derivada demuestra que las funciones y=f(x) e y=f(x)+c tienen
la misma derivada si ¢ es una constante.

Se ha trazado una recta tangente a la funcién y=x?cuya pendiente es 3 y que pasa por el
punto (0,2). Hallar el punto de tangencia.

Hallar la ecuacién de la recta tangente a la parabola y=x?+x+1, paralela a la bisectriz del
primer cuadrante.

Hallar los punto de la curva y=x3-4x+2 en los que su recta tangente es paralela a la
bisectriz del segundo cuadrante.

Hallar la ecuacién de la recta tangente a la parabola y=x?-5x+6 paralela a la recta
3x+y-2=0
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22. Hallar los puntos de tangencia de las dos rectas tangentes a la funcién y=x* que pasan por
el punto (4,7)

23. Determinar los valores del parametro k para que las tangentes a la curva y=kx*-x*+7x-18
en los puntos x=1 y x=2 sean paralelas.

24. Halla el punto de la funcién y=2 /X en el que la recta tangente forme un angulo de 60° con
la parte positiva del eje OX. Escribe la ecuacion de dicha tangente.

25. Halla los puntos de la curva y=3x2-5x+12 en los que la recta tangente pase por el origen
de coordenadas.

26. Determina el valor del angulo que forma la tangente a la curva y=-x*+3 con la parte
positiva del eje OX en el punto x=3

27. Derivar las siguientes funciones: y=(arc senx)**'%; y=./(senx) > ; y=[(x?+x+1)]*c19*

28. Determinar y’ en la siguiente funcion implicita: . L(x)y-seny=5.

29. Hallar las rectas tangente y normal de las siguientes curvas: a) y=(senx)*> en x=x/2
b) y=arctgx en x=1; c) y=arcsen(x) en x=0"5

30. Halla la T.V.M. De la funcion f(x):i en el intervalo [1,1+h]. Con el resultado

X+1
obtenido calcula f “(1)
31 Encontrar la ecuacion de la recta normal a la curva y=x3+1 que es paralela a la recta
X+12y-6=0
B) Estudio de la derivavilidad. Teoremas de Rolle y del valor medio.

1. Estudia la derivabilidad de las siguientes funciones:

elsix<l CZOSX—18IX$0 Tx Si x>e
a)y:{Lx+1si>;>1 0)y= %si0_<xgn/2 ;C)y:{eLXsixge ;
senx si x>m/2
X2-x+1six<1 2Xsix<0 serx si x < 0
d)y=1 Lx+xsil<x<e ;e)y=y x*+1si0<x<1 ;f)y={ L(COSX)+XSi6<X<n/2
X+1six>e Lx +e*1+1six>1

e” six<0 ) _{ senx si0 < x < 7/2 ) _{ tgxsi0<x<n

= i O<x< ) (
g)y C(X++12§(|80i XX>11 COSECX Si m/2<X<27m Senx Si T<x<27n

x3-1six<0 X gj
_ 3 . x2six>0 e7six<0
Dy=y To55s10<x<3; :Kk)y= X 1) cos X Si 0<x<z/2

X—2 1 si x<0 .

X2 —6X+12si x>3 —X L(senx) sim/2<x<m

2. Determinar el valor de los parametros a,b, ¢ y d de modo que las siguientes funciones sean

asenx si x<0
;b)) y=9 bxsi0<x<1

Lx+csix>1

341six>
derivables en todo R: a) y={ Xaxi bsslixx;(?

¢" SIx<0 L(e + senx) si x<0
c)y ax®+bx?+cx+dsiO<x<2 d)y=y 5 )
X*+ax+bsix>0

cos(x — 2) si x>2
3. Comprobar si se verifican las hipotesis del teorema de Rolle en los siguientes casos. En
caso afirmtivo hallar el valor al que se refiere la tesis

2)()=3cos’x enf/2,37/2] - b) fg=1 X ~ASXL oo 881 ) y=9x en [-1.1]
- e omiels | 5x—8six>1 ’ = ’
d) y=x*-4x+11en [1,3] ; €) y=| cosx | en [0,z]; f) y=1-|x| en[-1,1]
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4. Comprobar si se verifican las hipotesis del teorema del valor medio en los siguientes casos.
En caso afirmtivo hallar el valor al que se refiere la tesis
a) y=2x>-5x+1 en [1,6] ; b) y=2cosx en [#/3,2x/3]; c)y=/X en[1,9];

d) y=/1-senx en [0, x]
5. Dada la parabola y=3x?, encontrar un punto en que la tangente a la curva sea paralela la
cuerda que une los puntos (0,0) y (4,48)
ax si x<1
6. Dada la funciony=9 x2 _p
2
hipétesis del teorema del valor medio en el intervalo[-2,2]? En caso afirmativo calcula el
valor al que se refiere la tesis.

7. Dada la funcion y=al.x+b se pide: a) Hallar a y b sabiendo que la grafica pasa por los
puntos A(1,3) y B(e,5); b) Demostrar la existencia de un punto ce(1,e) en el que la
tangente a la grafica sea paralela a la recta que pasa por Ay B ¢) Calcular las coordenadas
del punto ¢

8. Lafunciony=1- x4 se anula en los extremos del intervalo [-1,1 ]. Demostrar que la
derivada de dicha funcion no se anula en ningan punto de dicho intervalo. ;Contradice este
resultado el teorema de Rolle?. Razona la respuesta.

9. Comprobar que entre las raices de la funcion y={x? —5x — 6 se encuentra alguna de su
derivada.

;hay algun valor de a y b para los que f cumpla las
sile"yguv yop qu ump

—X2+pxsi-1<x<3
mx+nsi3<x<5b

teorema de Rolle en el intervalo [-1,5]. Halla para dichos valores el o los puntos que
verifican la tesis.

11. Demuestra que la funcién y=x3-3x+b no puede tener mas de una raiz en el intervalo [-1,1]
cualquiera que sea el valor de b.

12. Demuestra que la ecuacion e*-1=0 no tiene mas raices reales que x=0

13. Si una funcion es derivable en todo R y su derivada es siempre positiva, ¢pueden existir
dos nimeros a y b distintos tales que f(a)=f(b)? Razona la respuesta.

xsi-2<x<-1

¥ §j-1<x <0
En caso afirmativo halla el o los valores que verifican la tesis.

15. Representa graficamente la funcién y=|x|+|x-1|. Razona en qué puntos dicha funcion no es
derivable.

16 Demostrar que la funcidn y= x*+x-1 tiene exactamente una raiz real entre 0y 1

17. Demostrar que la funcion y=e*-x-3 Posee un cero en la parte positiva del eje OX.
Investigar si es Unico.

18 Dada la parabola y=x?>-3x+2 se considera la recta r que une los puntos de esa parabola de
abscisas x=1 y x=3. Hallar la ecuacidn de la recta tangente a la parabola que es paralela a la
rectar.

19. Sea f(x):{

10. Calcula p,my n para que la funcién y= cumpla las hipotesis del

14. Sea f(x):{ ¢cumple las hipotesis del teorema del valor medio en [-2,0]?

X2 +4x+3six<0
—x2 +ax+b si x>0
obtenidos calcula los puntos de la curva en los que la tangente es paralela a la cuerda que

une los puntos A(-3,f(-3)) y B(2,1(2))

20. Comprobar que la ecuacion x’+3x+3=0 tiene una Unica solucion real.

21. Sea f(x)=2+x3(x-2)? probar que la funcién f ‘(x) tiene al menos una raiz real en el intervalo
(0,2) sin calcular la funcién f

Hallar a y b para que f sea derivable. Con los valores
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22. Sea y=f(x) una funcién derivable en R; sean a y b dos raices de la derivada f ’(x) tales que
entre ellas no hay ninguna otra raiz de f ‘(x). Razonar si pueden ocurrir cada una de las
siguientes posibilidades: a) entre a y b no existe ninguna raiz de f(x) b) entre a y b existe
una sola raiz de f(x); c) entre a y b existen dos raices de f(x)

23. Para cada uno de los siguientes apartados dar un ejemplo que demuestre que el enunciado
es falso, justificando la respuesta. a) la suma de dos funciones discontinuas es una funcion
discontinua b) toda funcién continua es derivable

C)Otros ejercicios propuestos para practicar teorema de Rolle, Bolzano y valor medio

1.Sea f(x) una funcién continua y derivable en IR tal que f(0) = 3. Calcula cuanto tiene que
valer f(5) para asegurar que en (0, 5) existe un valor c tal que f ’(c) = 8.

2. Sea f(x) una funcion continua en el intervalo cerrado [a, b], con derivada segunda en el
intervalo (a, b). Demuestra que si f(x) = 0 en al menos tres valores de X e [a, b], entonces
f“’(x) = 0 para algun x € [a, b].

3. Si una funcién f(x) verifica las hipdtesis del Teorema de Rolle, ¢verifica también las del
Teorema del Valor Medio del Calculo Diferencial? ;Que diferencia hay en las conclusiones
de ambos teoremas en ese caso?

4. Dada la funcion f(x) = (x—1)(x — 2)(x —3)(x — 4), halla tres intervalos tales que cada uno

contenga una raiz diferente de la ecuacion f’(x) =0.

5. Si el término independiente de un polinomio en x es igual a 3 y el valor que toma ese
polinomio para x = 2 es 3, prueba que su derivada se anula para algun valor de x; razona
que ese valor pertenece a un cierto intervalo que se especificara.

6. Demuestra que la ecuacion x3 4 gx2? +15x — 23 = 0 no puede tener mas de una raiz real.

7. Demuestra que la ecuacion x** —5x+3=0 no puede tener mas de dos raices reales.
(Sugerencia: localiza los puntos en que se anula la derivada del primer miembro y ver
cuantos son, para deducir lo dicho).

8. Comprueba, utilizando los teoremas de Bolzano y Rolle, que la curva y = x> —5x —1 tiene

exactamente tres puntos de interseccion con el eje OX.

9. Sea la funcion ¢,y_ x° . ¢(Puede cumplir la tesis del Teorema del Valor Medio del
X+1

Célculo Diferencial en el intervalo [-2, 5]?. Justificalo
10. ¢Se puede aplicar el Teorema de Rolle a la funcion f(x) = |sen x| en el intervalo [r/3,
41/3]? Razona la respuesta.

11. Comprueba que la funcion f(x) = [x — 2| no cumple las condiciones del Teorema del
Valor Medio del Célculo Diferencial en el intervalo [0, 3].
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SOLUCION EJERCICIOS DERIVABILIDAD.

A)

1. Si, la misma recta puede ser tangente a una funcién en diferentes puntos. Si observamos por
ejemplo la funcién y=senx, vemos que las rectas y=1 e y=-1 son tangentes a la funcion en
infinitos puntos. Lo mismo ocurre con la funcién y=cosx

y=CosX

oy B A Y
kO 7 VA

2.Se define la pendiente de una funcién en un punto como la pendiente de la recta tangente a
la funcion en dicho punto. Si la funcidn es una recta, su recta tangente coincide en todos sus
puntos con ella misma y por tanto tiene en todos sus puntos la misma pendiente. Es decir, si la
funcion es del tipo y=ax+b a,beR , su recta tangente en cualquier punto X=X, coincide con la
propia recta y=ax+b por tanto su pendiente es m=a VX.<R.

3.a) Falso, por ejemplo la funcion y=|x| es continua en x=0 y sin embargo no es derivable.
. . . f(x+h)—1(x)
b) Verdadero, ya que de la existencia del LIITOI Ea—
por tanto que la funcién es continua.
c) Falso por ejemplo la funcion y=|x| no es derivable en x=0 y sin embargo es continua
d) Verdadero, es equivalente a demostrar que si una funcion es derivable entonces es
continua, realizado en el apartado b.
. - . 1-Q2+h)+2+h)?-
4. £(x)=1x+x; £°(2)=lim f2+h-1@) hr)] f2) lim 1-@+ )+h( th7=3_

se sigue que Lim fx+h)y=fx)y

2 2
lim1l=2=h+4+dh+h?-8 . 8h+h? o hC+R) a4
h—0 h h-0 h h-0 h h-0

f“(2) esgeométricame la pendiente de la recta tangente a la funcién f(x)=1-x+x? en x=2.

Para calcular el punto de corte de la tangente con el eje OX calculamos en primer lugar esa
recta. EI punto de tangencia es (2, f(2))=(2,3). La pendiente de la tangente es, como ya
dijimos m=f ‘(2)=3. Por tanto la recta tangente tiene por ecuacion 3(x-2)=y-3. Operando
queda y=3x-3. Su punto de corte con el eje OX sera su interseccién con y=0. Resolviendo el
y=3x-3

istema
siste y=0

se obtiene el punto de corte (1,0)

5. Se define la tasa de variacion media de una funcién y=f(x) en el intervalo [x,x+h] al nimero
f(x + h) — f(x) f(2)-f(0) L(2+b)—L(b)
M= 2 2 -

Asi pues en nuestro caso TVM=
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L5
2

L(5%)
= 2b Dado que nos dicen que la TVM=L2, se obtiene:

L2l () =212

L3y =122 525D — 42 21 b= 4b; 30=2; b=273.
La tasa de variacion instantanea en un punto coincide con la derivada en dicho punto. Nos
piden por lo tanto la derivada de la funcién y=L(x+2/3) en x=0 y en x=2.
Y’: 1 f‘(o)zizi f‘(2): 3
X+2/3 2/3 ~ 2

2+2/3  8/3 8

6. Que exista un punto cuya recta tangente sea horizontal es equivalente a decir que exista un
punto cuya derivada sea cero. Estudiaremos por ello la funcion derivada y veremos si se
hace cero en algun punto .

2x—1six<0 .. e -,
f(x):{ 23 G 0 El Gnico punto problematico de esta funcion es x=0,
3

2six<0 o
f’(x)=y 2x .. ,estudiamos la derivabilidad en x=0.

3 si x>0
h2-3 h2-3+3
C v pim2h=1+1 o 2h oo, o0 o3t T L h? noh
F7-(0) = lim === = lim 4" =2; £7.(0) = lim ——— =lim—— = lim 3¢ = lim 5 =0 Por

lo tanto la funcion no es derivable en x=0

La funcion derivada es entonces la escrita mas arriba. Observamos que no se hace cero en
ningln punto, por tanto no hay ningln punto con recta tangente horizontal.
7. De la gréfica de la funcién y=|x| se deduce que no es derivable en x=0 al tener en x=0 un
punto anguloso y no coincidir la posicion limite de las secantes a la izd y a la dcha. Vamos a
estudiarlo de forma analitica para calcular sus derivadas laterales.

—X Si X< . L - -
y:|x|:{ 51 x<0 Estudiamos la derivabilidad en x=0 que es el Gnico punto problematico:

Xsix>0

f7.(0)=lim _Th =-1;f",(0)= !L”J% =1 En consecuencia f no es derivable en x=0
—(x+1)six<-1 . .

8. Y=|x+1|= ( ) Tanto las funciones y=-x-1 como y=x+1 son derivables en
X+1lsix>-1

todo R por ser polinémicas, en consecuencia nuestra funcién es derivable en R-{-1}, siendo su

. . -1 six<-1 . i
funcion derivada: y’= lsixol Estudiamos ahora la derivada en x=-1:
oy fim ZCENED e h e gy i CRERED b

FEh=lm—— =lpg =L =lp—p— =lnp =1

Por tanto f no es derivable en x=-1.

Para hacer el estudio gréafico dibujamos la grafica de la

funcion. -

La funcién posee en x=-1 un punto angulosa, las secantes a la

izd y a la derecha de x=-1 tienden a una recta diferente por lo

tanto no existe recta tangente, en consecuencia la funcién no

es derivable en x=-1 -1

9. y=x% y’=2x La pendiente en x=2 es igual a f ‘(2) =4
y=x*+2; y’=2x. La pendiente en x=2 es igual a f *(2)=4. Por lo tanto tienen la misma
pendiente.
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La recta tangente a la primera funcion pasa por el punto (2,4) y la de la recta tangente a la
segunda funcién por el punto (2,6); dado que tienen la misma pendiente y no pasan por el
mismo punto las rectas tangentes a ambas funciones son paralelas.

10. Para que la recta y=x sea paralela a la recta tangente a y=x3-7x+1 en un punto, sus
pendientes deben coincidir. La pendiente de y=x es y’=1; la pendiente de la recta tangente a
y=x3-7x+1 en un punto x serd y’=3x?7, igualando obtenemos 3x*-7=1=3x?> =8 => x =+ E
La recta x=1 es vertical, si la recta tangente a la funcién en un punto fuese vertical la funcion
no seria derivable en dicho punto. La funcién y=x3-7x+1 es derivable en todo R por ser una
funcion polinémica, en consecuencia ninguna de sus tangentes es paralela a la recta x=1.

11. Si la recta tangente a una funcién en un punto es horizontal la derivada en dicho punto
vale cero. Si la tangente es paralela a la bisectriz del primer cuadrante la derivada en ese punto
vale 1. En ambos casos la derivada coincide con la pendiente de la recta tangente.

12. Dado que la derivada de una constante es cero la funcion y=f(x) tiene la misma funcién
derivada que las funciones y=f(x)+k siendo k una constante cualquiera. La gréfica de f(x)+k se
obtiene al trasladar la gréfica de y=f(x) k unidades en sentido vertical, entendiendo que esa
traslacion es hacia arriba si k es positiva y hacia abajo si k es negativa.
] S =2
13. y=|x>-5x+6|. Hallamos las raices de la funcién sin valor absoluto. x-5x+6=0= { i _3
La funcién y=x>-5x+6 es positiva en (-o0,2)U(3,0) y negativa en (2,3). En consecuencia,
X% —BX + 6 si Xx<2
y=|x?-5x+6|=9 —x?+5x-65i2<x<3 Estudiamos su deribabilidad. Los tinicos puntos
X% —5x + 6 si x>3

problematicos son x=2 y x=-3 (ya que la funcion esta compuesta por funciones polinémicas
continuas en todo R). Estudiamos las derivadas laterales en dichos puntos:

2 _ 2 2 _
£_2)=lim 2+h)?-5@2+h)+6 . 4+h?+4h-10-5h+6 . h2—h . hh-1)
h—0 h h-0 h h-0 h h-0 h
=limh-1)=-1
— 2 — 2 2 _
£.2) = lim 2+h)?+52+h)-6 . -4-h?-4h+10+5h—-6 . -h2+h . hch+1)
h—0 h o hs0 h h-0 h h-0 h
=lim-h+1)=1 Luego f no es deivable en x=2
— 2 — 2 2 —h—
£_(3) = lim B+h?+5@+h)-6 _ i =9—=h?—6h+15+5n—6 _; —h?-h _,; hCh-1)
h—0 h h-0 h h-0 h h-0 h
=lim(-h-1)=-1
2 _ 2 2
£1.(3) = lim @+h)?-5@+h)+6 . 9+h?+6h-15-5h+6 . h2+h . hh+1)
h—0 h a0 h h-0 h h-0 h
=lim(h+1) =1 Luego f no es derivable en x=3
2X — 5 si x<2
Su funcion derivada seré: y’=y —2x+5 si 2<x<3
2x—5si x>3
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Gréaficamente vemos que la funcion posee en x=2 y x=3

2 puntos angulosos y por lo tanto no es derivable. En esos
puntos al tender las secantes a la izd y a la derecha a
distintas rectas no hay recta tangente

14. y=x3, y’=3x% f ‘(0)=0. Recta tangente: X,=0; yo=f(0)=0; m=f ‘(0)=0 Por tanto la recta es

y=0. La recta tangente en ese punto atraviesa la grafica de la funcién.

15. La curva xy=1 es la funcion y=1/x. Hallamos primero la recta tangente a dicha funcion en

x=1.  Xo=1; yo=f(Xo)=1; y’=-1/x*, m=f ‘(1)=-1

Recta tangente m(X-Xo)=Yy-Yo ; -1(x-1)=y-1 o0 lo que es lo mismo x+y-2=0. Seguidamente

hallamos los puntos de corte de dicha recta con los dos ejes coordenados:

X+y—-2=0
y=0

—2= ., .
x+y 0 = y =2 Laaltura del triangulo vale 2 unidades.

=0
Por lo tanto el area del triangulo es Sz% =2u?

Interseccion con el eje OX = X = 2 La base del triangulo vale 2 unidades.

Interseccion con el eje OY

16. No seria correcto. En primer lugar la recta tangente a una curva en un punto P puede tener
en comdn con la curva mas puntos que el punto P, por ejemplo la recta tangente a la funcion
y=senx en x=x/2 tiene infinitos puntos en comdn con la curva. En segundo lugar, no todas las
rectas que tienen un Gnico punto en comdn con una curva son tangentes a ella, Por ejemplo, la
recta x=0 tiene un Unico punto en comuln con la parabola y=x?, el pumto (0,0), y sin embargo
no es tangente a la parabola en dicho punto.

17. Vamos a hallar la funcién derivada de g(x)=f(x)+c:
1N i OH)-9) . fxth)re(f)+e) L fxh)f()
I I

Por tanto las dos funciones tienen la misma derivada

f'(x)

18. y=x® y’=3x? La pendiente es la derivada en el punto de tangencia por lo tanto 3x*=3=

Xx=1 .
=1 v Estos son los dos puntos en los que la pendiente de su recta tangente es 3.

Vamos a hallar las dos tangentes para ver cual pasa por el punto (0,2)
Recta tangente en x=1: X=1; yo=f(1)=1; m=3= 3(x— 1) =y -1 = 3x -y — 2 = 0 Sustitiyuendo
vemos que no pasa por el punto (0,2).
Recta tangente en x=-1: : Xo=-1; yo=f(1)=-1; m=3=3(x+1)=y+1=>3x-y+2=0
Sustituyendo vemos que esta recta si pasa por el punto (0,2), luego el punto de tangencia
pedido es x=-1.
19. La bisectriz del primer cuadrante es y=x, su pendiente es y’=1. Si la tangente a la funcién
y=x*+x+1 es paralela a esa recta debe tener la misma pendiente. La pendiente de la recta
tangente en un punto x es y’=2x+1, hallamos x para que esa pendiente sea 1: 2x+1=1= x =0
El punto de tangencia es entonces x=0, hallamos la recta tangente: x,=0; yo=f(0)=1; m=1
M(X-X0)=Y-Yo; 1(X-0)=y-1=x-y+1=0 es la tangente buscada.
20. La bisectriz del segundo cuadrante es y=-x; su pendiente es y’=-1;

x=1

y=x3-4x+2; y'=3x*4=-1= 3x? =3 = <1

Son las abscisas de los puntos buscados.
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21. 3x+y-2=0= y = -3x + 2; pendiente y’=-3. y=x>-5x+6; y’=2x-5=-3= x =1

Recta tangente: x,=1; Yo=F(1)=2; m=-3= -3(x-1)=y-2 0 bien 3x+y-5=0

22. Sea (Xo, Yo) el punto de tangencia . Sabemos que el punto pertenece a la curva y=x? por
tanto yo=xo%, es decir el punto es (Xo, X,?), hallemos la recta tangente en dicho punto:

y=x% y’=2x m=f *(xo)=2X, . Recta tangente 2Xo(X-Xo)=y-Xo’>. Como sabemos que la recta pasa
por el punto (4,7) podemos sustituir dicho punto en la recta obteniendo:2xo(4-Xo)=7-Xo?,
operando nos queda X,>-8x,+7=0 Resolviendo esta ecuacion obtenemos X,=7 y x,=1

23. y=kx3-x? +7x-18, y'=3kx?-2x+7; f *(1)=3k-2+7=3k+5; f *(2)=12k-4+7=12k+3 , como
deben ser iguales 3k+5=12k+3= -9k = —-2; k = 2/9

24. Que la recta tangente forme un angulo de 60° con la parte positiva del eje OX es
equivalente a decir que Ia pendente de la recta tangente es igual a la tg60°=,/3

La funcion es y=2 /X, T = f =J/3 = ﬂ:%:x:%

Recta tangente: X,=1/3; yo f(1/3)——, m=./3;

Recta:/3 (x—1/3) =y - = T =3 /§y+1:0

25. y=3x%-5x+12, y’=6x- 5. Calculemos la recta tangente en un punto cualquiera Xo:
Yo=F(X0)=3X*-5x%e+12; m=f *(X;)=6X,-5. Recta (6Xp-5)(X-Xo)=Yy-(3X,*-5x%,+12). Dado que pasa
por el punto (0,0) podemos sustituir en la ecuacion x e y por cero. Operando obtenemos:
(6X0-5) (-X0)=-(3X?*-5Xo+12)= 3x3 = 12 = Xo = +2

Hay por lo tanto dos puntos de la curva que verifican el problema: x=2 y x=-2

26 y=-x*+3; y’=-3x? Nos piden el angulo de la tangente con la parte positiva del eje OX en
x=3, hallamos f *(3)=-27=tga = a =92° 7’ 15"’

27. a)y=(arc senx)*°'%; Apllcamos la derivacion logaritmica:

1 1
Ly=arctgx. L(arcsenx), T = .L(arcsenx) + arctgX. grcsenx
Vr______

T 14x2
J.(arc senx)ee;

,despejando

- 1 1 1
y= [1+x2 L(arcsenx) + arctgX. gresenx =

b)y—W B)y:—(senx)cosx/z

Ly==3*L(senx); derivando - = =5"L(senx) + 3" sarx cosx Despejamos y':
y'= (—senx L(senx) + COSX < COSX). Y’ W
C)y—[(x2+x+1)]arCtgx

Ly=arctgx.L(o¢+x+1); & = —LoL(2 +x+ 1) + arctgx.-2L.
y'=(T27L(2 + X + 1) + arctgx. 22410 ) [ (P+x+1) ] 9%

28. L(x)y-seny=5. En primer lugar derivamos la funcion: %y. +L(x)y' —cosy.y'=0

_2x+1 .
X2+x+1

N S
X.(Lx —cosy)
29. a)y=(senx)“™ en x=n/2 En primer lugar vamos a derivar la funcion. Apllcamos logaritmos:

Ly=cosx.L(senx); y7 = —senx.L(senx) + W y' = (-senxL(senx) + %%Snxx) senx X

Recta tangente: x=r/2; yo=f(/2) = (sen(%)) ™ = 1o 1; m=F(n/2) = 0

Recta tangente: y=1; al ser la recta tangente horizontal, la normal es la recta vertical que pasa
por ese punto, es decir x—n/2

b) y=arctgx en x=1; y’=; xz Recta tangente: xo=1; yo=arctgl=n/4 m=f ‘(1)=1/2

Recta 1/2(x-1)=y-x/4. La pendiente de la normal es m’=-1/m, en nuestro caso m’=-2. Por lo
tanto la recta normal seréa -2(x-1)=y-rn/4

c)arcsen(x) en x=0.5 y’:ﬁ Recta tangente: X,=0’5; yo=arcsen(0’5)=x/6

m=f *(0’5)=

En 2° lugar despejamos y’, y’(Lx-cosy)= —x >y =

1 __1 L1 _(’E)=v/. ;
TTom - o Recta: o5 (x-0’5)=y-7/6. La pendiente de la normal es
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m’=— 075, En consecuencia la recta normal es; — /0’75 (x-0’5)=y-7/6

30. T.V.M. De f(x)=-> en [1,1+h]

3 3 6-6-3h
TVM—f(“h) 1)  2h T2 20+  -3h -3
. ~ h 7 h " h@+2h) " 4+2h
_ (1+> @ o -3 3
f*(1)=lim = lim 797 =3

31. La normal la curva y=x3+1 debe ser paralela a la recta x+12y-6=0. Esto significa que la
pendiente de la normal es igual a la pendiente de la recta=-1/12

Sabemos que si m es la pendiente de la normal -1/m es la pendiente de la tangente, por lo tanto
en este caso debemos de buscar un punto de la curva cuya tangente valga 12.

y=x3+1; y’=3x’=12= x? = 4 = x = +2 Hay por lo tanto 2 soluciones x=2 y x=-2, vamos a
hallar ambas normales:

Recta normal en X=2; yo=(2)=9; m=-1/12. Recta normal: -1/12(x-2)=y-9

Recta normal en X,=-2; yo=f(-2)=-7; m=-1/12. Recta normal: -1/12(x+2)=y+7

B) Estudio de la derivavilidad. Teoremas de Rolle y del valor medio.

1. Estudia la derivabilidad de las siguientes funciones:
) e¥lsixxgl eXtsix<l
VY=Y L+ 1sixol Uxsix>l
La funcién es continua y derivable en (-0, 1) U (1, o) al serlo y=e** e y=Lx en los
intervalos en los que estan definidas.
Derivabilidad en x=1,
)!lrlrj f(x) = )!an exl=e0=1; )!an f(x) = >!'f1n Lx+1=1; f(1)=1= fes continua en x=1 .
f (1)=e%=1;f.(1)=1 = fes derivable en x=1
Por tanto f es derivable en todo R

!
’

cosx—1six<0 —senx six<0
b)y = ZX si0<x<n/l2 ;Y= % Si 0<x < 7/2
senx Si X>7/2 COSX Si X>71/2

Las funciones y=cosx, y=senx e y="+ 2X son continuas y derivables en todo R, por lo tanto
los Unicos puntos que pueden tener problemas de derivabilidad son x=0 y x=n/2
Derivabilidad en x=0:

;lr()rj f(x) = ;lr()rj cosx—1=0; ;irorj f(x) = ;lr()rj 2x/7 = 0;(0) = 0 =f es continua en x=0

f'(0) = —sen0 = 0; f,(0) = 2/z = f no es derivable en x=0

Derivabilidad en x= 7/2:

X[ir/r21_ f(x) = X[ir/r21_ 2XIm = 1; XIir/r21+ f(x) = XIir/r21+ senx = 1; f(n/2) = 1 =f es continua en x=n/2
f(n/2) = 2Ix; f,.(n/2) = cos(n/2) = 0 = f no es derivable en x=r/2

f es derivable en R-{0,7/2}

X - LXx—X. x
Tx Si Xx>e ) si X >e Si X >e
0y = { b Y :{ (02 :{ 0"

esix<e 0 si x<e 0 si x<e
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y=x/Lx es continua Yy derivable en el intervalo (e,) por serlo en (0,:0)-{1}; y=e es
continua en todo R y en consecuencia en (—«, e). Por lo tanto el Unico problema de
derivabilidad que puede tener f es en el punto x=e.

limf(x) = [imx/Lx =e; limf(x) = lime =e; f(e) = e =fes continua en x=e
f (e)=0; f.(e) = =X =0 = f es derivable en x=e
Por lo tanto f es derivable en todo R

X2—x+1six<1 2x—1six<1
d) y=7 Lx+xsil<x<e ; y'=¢ 1/x+1sil<x<e
X+1lsix>e 1six>e

y=Lx es continua y derivable en (1,e) por serlo en (0,), el resto de las funciones que
componen f son derivables en todo R por ser polinémicas. Por lo tanto los Unicos
problemas de derivabilidad pueden estar en x=1y x=e

Derivabilidad en x=1

)!lrlrj f(x) = )!an X2 —x+1=1; )!an f(x) = )!an Lx+x =1;f(1) =1 =fes continua en x=1

f (1) =1;f.(1) =2 = f no es derivable en x=1

Derivabilidad en x=e

;Lren f(x) = !'ﬂ.‘('—x +X)=1+e¢; ;Lreq f(x) = !'LQ(X +1)=e+1;f(e) =e+1=fes continua en x=e
f (e)=1/e+1; f.(e) =1 = f no es derivable en x=e

Por lo tanto f es derivable en todo R-{1,e}

2*six<0 2*L.2 si x<0
e)y=19 X2+1si0<x<1l ;y=7 2xsi0<x<1
Lx+e*1+1six>1 1Ux+exlsix>1

y=Lx es continua y derivable en (1,0), el resto de las funciones que componen f son
derivables en todo R, por lo tanto los Gnicos problemas de derivabilidad pueden estar en
x=0yx=1

Derivabilidad en x=0
limf(x) = lim 2% = 1; lim f(x) = lim(x® + 1) = 1;f(0) = 1 =f es continua en x=0

50— X50- XS0+ XS0+
f.(0)=2°L2 =L2; f,(0) =0 = f no es derivable en x=0

Derivabilidad en x=1
)!Lrlrj f(x) = )!Lrlrj(xz +1)=2; >!'f1r+‘ f(x) = )!Lrlrj(Lx +e*1 +1)=2;f(1) = 2 =f es continua en x=1
f.(1)=2;f.(1)=2 =T esderivable en x=1. Por tanto f es derivable en R-{0}

B senxsix<0 L cosX Si x<0
Ny= L(cosx)+xsi0<x<n/2 "7 | Toax + 1 si0<x<n/2

En el intervalo (0,7/2) la funcién coseno es mayor que cero y por lo tanto y=L(cosx) es
continua y derivable en ese intervalo. El resto de las funciones que componen f son
continuas y derivables en todo R. Por lo tanto el Gnico punto que puede tener problemas
es x=0

Derivabilidad en x=0

;Lr()rj f(x) = ;Lr()rj senx =0; ;Lr()rj f(x) = ;[r()rj L(cosx+x) =L1=0;f(0) =0 =fes continua en x=0
f(0)=cos0=1;f,(0)==20 1 1=1=f esderivable en x=0

f es derivable en (—oo, 72/2)

pag 51



DERIVADA DE UNA FUNCION

¥’ six<0 eX*.2x si x<0
g)y=7 X+1si0<x<l ;y’=¢ 1si0<x<1
Lx+2xsix>1 1/x+ 2 six>1

La funcion y=Lx es derivable en (0, «) y por lo tanto lo es en el intervalo en que esta
definida, el resto de las funciones que componen f son derivables en todo R. Por lo tanto
los Unicos puntos problematicos son x=0 y x=1
Derivabilidad en x=0
;lr()rj f(x) = ;lr()rj e’ =1; ;im f(x) = ;lrgz(x +1) =1;f(0) = 1 =f es continua en x=0
f.(0)=0; f.(0) =1 = f no es derivable en x=0
Derivabilidad en x=1
)!Lrlrj f(x) = )![rlr](x +1)=2; >!'f1r+' f(x) = )!Lrlrj(Lx +2X) = 2;f(1) = 2 =>f es continua en x=1
f (1) =1; f.(1) =3 = f no es derivable en x=1
Luego f es derivable en R-{0,1}
hyyed SEMX si0<x<nl2  ,_ cosx Si 0<x<z/2
)y= cosecx si m/2<x<2m '’ | —cosecx.ctgx si n/2<x<2r
La funcion senx es derivable en R. La funcidn y=cosecx=<x €s continua y derivable en
todos los puntos en los que senx=0. En el intervalo (z/2, 27) esta funcion tiene un punto
de discontinuidad en x=7 y por lo tanto en ese punto f no es continua y, en consecuencia,

no es derivable. Hay ademas otro punto que puede ser problematico, x=n/2, al haber un
cambio de funcion. Estudiamos la derivabilidad en ese punto.

X[lr/r21 f(x) = X[lr/r21 senx = 1; XJI;T]/Z f(x) = X[IF/TZI cosecx = 1;f(n/2) = 1 =f es continua en X=n/2
f (n/2) = cosn/2 = 0; f,(n/2) = —cosecn/2.ctgn/2 =0 = f es derivable en x=r/2

Por lo tanto f es derivable en (0, 27) — { 7}

L] tgxsi0<x<m , | sec?xsiO<x<m

DY=) senxsizex<en Y| cosx si m<x<2n

La funcion y=tgx tiene en el intervalo (0,7) un punto de discontinuidad en x=7/2, por lo
tanto en ese punto f no es continua ni derivable. El otro punto en el que puede haber
problema es x=r

limf(x) = Jimtgx = 0; )!lm f(x) = )!Lm senx = 0; f(z) = 0 =f es continua en x=xn

f () =sec?n =1, f.(n) =cosz =—1 = f no es derivable en x=r

f es derivable en (0,27) — {#/2, 7t}

x3-1six<0 3x? si x<0
- —_ 3 H . .yl — -3 1
)y= XD si 0<x<3; HY'E ) si 0<x<3
X2 —6x+12six>3 2x — 6 si x>3
La funcion y:XT?’Z es continua en R-{2}, como en ese punto coincide con la formula de

nuestra funcion , f no es continua ni derivable en x=2. El resto de las funciones que
componen f son derivables en todo R, debemos estudiar por lo tanto la derivabilidad en los
puntos x=0 y x=3 en los que hay cambio de funcion

Derivabilidad en x=0

lim f(x) = Jim(x® - 1) = 1; Jim f(x) = Jim - = -3 = fno es continua en x=0 y por lo tanto
no es derivable en ese punto.
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Derivabilidad en x=3

lim () = Jim %5 =3; limf(x) = Jim(x? — 6x+12) = 3;(3) = 3 =f es continua en x=3
f (3) =-3; f.(3) =0 = f no es derivable en x=3

f es derivable en R-{0,2,3}

x2six>0 2x si x>0 2x si x>0
k) y= = 1—X+X = 1

X G y Ao i ;
1-x S x<0 oz SI x<0 o7 SI x<0

La funcion yzﬁ es derivable en todo R-{1} y por lo tanto lo es en el intervalo en que

esta definida. La funcion y=x? es derivable en R. Por lo tanto el Unico punto problematico
es x=0.

lim f(x) = lim x?=0; lim f(x) = lim T = 0;f(0) = 0 =f es continua en x=0

f.(0)=0; f,.(0) =1 = f no es derivable en x=0. Por tanto f es derivable en R-{0}

e*six<0 e* si x<0
)] cos X Si 0<x<z/2 y’=q —senx si 0<x<zn/2
L(senx) sin/l2<x<m Serx Sl T/2<X<m

La funcién y=L(senx) es derivable en (z/2, ) al ser el senx positivo en dicho intervalo. El
resto de las funciones que componen f son derivables en todo R. Por lo tanto los Unicos
puntos que pueden tener problemas son x=0y x=7/2
Derivabilidad en x=0
;lr()rj f(x) = ;lr()rj e*=1; ;ir()rj f(x) = ;im cosx = 1;f(0) = 1 =f es continua en x=0
f (0)=e%=1;f,(0)=-sen0 =0 = f no es derivable en x=0
Derivabilidad en x=n/2

X[IF/TZI f(x) = X[lr/r21 cosx=0; X[lr/r21 f(x) = X[lr/r21 L(senx) = L1 = 0;f(n/2) = 0 =f es continua en x=0
f (n/2) = —senn/2 = -1; f\.(n/2) = 0 = f no es derivable en x=r/2
f es derivable en (oo, 7) — {0.7/2}

2. Determinar el valor de los parametros a,b, ¢ y d de modo que las siguientes funciones sean
derivables en todo R:

) x3+1six>0 |, | 3x%six>0
Y= ax+b six<0 | asix<0
Dado que las funciones que componen f son derivables en todo R necesitamos Unicamente
garantizar la derivabilidad en x=0
;lr()rj f(x) = ;lr()rj x}+1=1; ;im f(x) = ;lr()rj ax+b=Db;f(0) = 1 =fes continua en x=0 si b=1
f.(0)=0; f.(0) =a=>A=0
F es derivable en R sia=0y b=1

asenx si x<0 acosx si x<0
b) y=7 bxsiO<x<1l y'=7 bsiO<x<l
Lx+csix>1 1/x si x>1

y=Lx es derivable si x>0, las restantes funciones que componen f son derivabes en todo R.
Entonces f sera derivable en R si lo es en x=0 y en x=1
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Derivabilidad en x=0:

;lr()rj f(x) = ;lr()rj asenx =0; ;irorj f(x) = ;irorj bx = 0; f(0) =0 =fes continua en x=0 Vay be R
f_(0)=a.cos0 =a; f,(0) =b = a=b para que f sea derivable en x=0

Derivabilidad en x=1

limf(x) = limbx = b; ;irp f(x) = ;irlrj Lx+c=c;f(1) = b =fes continua en x=1 si b=c
ff(1)=hb;f.(1)=1= b=1

a=b
Reuniendo todas las condiciones tenemosy b=c¢ = sia=b=c=1 f es derivable en todo R
b=1
e* si x<0 e* si x<0
c) ax®+bx?+cx+dsi0<x<2 y'=y 3ax?+2bx+c si 0<x<2
cos(x —2) si x>2 —sen(x — 2) si x>2
Dado que todas las funciones que intervienen son derivables en R, f lo seré si es derivable en

x=0y x=2
Derivabilidad en x=0
limf(x) = lime* = 1; im f(x) = lim ax® +bx? + cx+d =d; f(0) =d = d=1 para que f sea
continua en x=0; f_(0)=e% =1; f,(0) = ¢ =c=1 para que sea derivable
Derivabilidad en x=2
lim f(x) = Jim(ax® + bx? + cx +d) = 8a + 4b + 2¢ + d = (2); limf(x) = Jim cos(x-2) =1;=
8a+4b+2c+d=1 para que f sea continua en x=2 f_(2) = 12a+4b +c; f,(2) =-sen0=0 =
d=1
c=1
8atr4br2c+d=1 7
12a+4b+c=0
resolviendo:a=1/4, b=-1, c=1, d=1 para que f sea derivable en R

12a+4b+c=0. Reuniendo todas las condiviones tenemos:

x3+ax+bsix>0 3x2 +a si x>0

Dado que e+senx es siempre positivo, por estar senx comprendido entre -1y 1, la funcion
y=L(e+senx) es derivable para todo x<0; la otra funcién que compone f es un polinomio v,
por lo tanto, derivable para todo x>0. Asi pues el Gnico punto en el que f puede no ser
derivable es en x=0. Estudiamos la derivabilidad en ese punto:
)!Lr()rj f(x) = )!Lr()rj L(e+senx)=Le=1, )!Lr()q f(x) = )!Lr()rj(x3 +ax+b)=b=1(0)=b=1
fL(0)=1/e; f,(0) =a= a=1/e ; fes derivable en R si b=1y a=1/e
3. Comprobar si se verifican las hipétesis del teorema de Rolle en los siguientes casos. En caso
afirmtivo hallar el valor al que se refiere la tesis
a)f(x)=3cos’x en[n/2,3r/2] ; fes continua en [x/2,37/2] por serlo en R; f es derivable en
(n/2,37/2) por serlo en R; f(n/2)=3cos*(n/2)=0; f(3r/2)=3cos*(37/2)=0. Por lo tanto f
cumple las hipétesis del teorema de Rolle.
Vamos a buscar el ¢ que cumple la tesis. Esto es ce (n/2, 37/2) tal que f *(c)=0
senx =0
cosx=0
en x=r que € (n/2, 3n/2). Asi pues ese es el valor que cumple la tesis.

d) _{ L(e + senx) si x<0 ,_{ %si x<0

f “(x)=-6cosx.senx=0= en el intervalo en el que trabajamos esto se verifica

pag 54



DERIVADA DE UNA FUNCION

X% — 4 si x<1
b) f(X)_{ 5x—8six>1
de x=1 por serlo las funciones que la componen. Estudiamos la derivabilidad en x=1

en [-2,8/5] f es continua y derivable en cualquier punto distinto

;im f(x) = ;lrp(xz -4)=-3; ;irlrj f(x) = ;irp(Sx —8) =c-3;f(1) = -3 =fes continua en x=1
_ ] 2xsix<1
| Bsix>1

derivable en el intervalo (-2,8/5). En consecuencia, no cumple las hipétesis del teorema de
Rolle en [-2,8/5]

c) y=¥xZen[-1,1] . Fes continua en R, por lo tanto lo es en [-1,1].
y’'=2/3x"=—=—que no existe en x=0, por tanto f no es derivable en (-1,1) y por tanto

39X

no cumple las hipdtesis del teorema de Rolle

f’(1)=2; f.’(1)=5 Luego f no es derivable en x=1y por lo tanto no es

d) y=x?-4x+11 en [1,3] ; La funcion es continua y derivable en R por tanto es continua en

[1,3] y derivable en (1,3) ; f(1)=8 y f(3)=8 Por tanto cumple las hip6tesis del teorema de

Rolle en ese intervalo. Buscamos el valor de c: y’=2x-4=0=x=2¢ (1, 3) Por lo tanto c=2

e) y=| cosx | en [0,z]; la funcidn en ese intervalo se define del siguiente modo:
cosxsi0<x<mn/2

y=|cosx|= oS Si 2/2<X < 7 X1|7[/r21_ fx)=0 :X1|7[/r21+ f(x)=f(x/2) luego f es continua en

[0.4] y’={ —senx s_i 0<x<mn/2
T senx si m/2<x <
Xx=n/2 y, en consecuencia no es derivable en el intervalo (0,7). Por tanto no cumple las
hipdtesis del teorema de Rolle en ese intervalo.

f) y=1-|x| en [-1,1]

f.’(/2)=-1; £.”(=/2)=1 Por tanto f no es derivable en

) I=(0)six<0 | l4+xsix<0 . o _
y=1-|x|= 1 xsix>0 —{ 1 xsix>0 Xllr(p_ fx)=1 —)!Lrgl f(x)=f(0) luego fes
continua en [-1,1];
1six<0 , . . i
y’'= f’(0)=1; f.’(0)=-1 por tanti f no es derivable en x=0 y en consecuencia

T -1six>0

no lo es en el intervalo (-1,1). Asi pues f no cumple las hip6tesis del teorema de Rolle en

ese intervalo.
4. Comprobar si se verifican las hipotesis del teorema del valor medio en los siguientes casos.
En caso afirmtivo hallar el valor al que se refiere la tesis
a) y=2x%-5x+1 en [1,6] f es continua y derivable en R por ser una funcién polinémica, por
tanto es continua en [1,6] y derivable en (1,6). En consecuencia cumple las hipotesis del
teorema del valor medio. Para encontrar el valor que verifica la tesis debemos buscar un punto

f(by—f(a) f(6)—f(1 =

ce(1,6) tal que f *(c)= ( g—a( ) _ (g;—l( ) _ B2 _%5_g
f “(X)=4x-5=9= x = 14/4 € (1, 6) Luego c=14/4

b) y=2cosx en [n/3,2x/3]; fes continuay derivable en R, por tanto es continua en

[7/3,27/3] y derivable en en (n/3, 27/3). En consecuencia cumple las hipotesis del teorema

. . f(b) - f(a) 2cos(2nf3)-2cos(nf3)  _1-1 6
del valor medio en ese intervalo. b_ = T3 =5 =7

f «(X)=-2senx; f ‘(c)=-2senc== = senc = 3 = ¢ ~ 1, 26 € (n/3, 27/3)
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1
2/
derivable en (1,9). En consecuencia cumple las hipétesis del teorema del valor medio en ese
intervalo. Buscamos el valor de c:

o5k - O 2125 4/ c-25c-4c19)

c) y=/x en [1,9]; La funcién es continua en [1,9] por serlo en [0, ) y’= por tanto fes

d) y=J/1 —senx en [0, ] La funcién raiz cuadrada es continua en su dominio. Dado que senx
< 1V¥x e R esa funcidn esta definida y es continua en todo R y por lo tanto lo es en [0, z];

y’:ﬁ existe si el denominador es distinto de cero, por lo tanto no es derivable en

2.1 —senx

x=n/2 y en consecuencia no lo es el (0, 7). Luego no cumple las hipétesis del teorema.

5. Dada la parabola y=3x?, encontrar un punto en que la tangente a la curva sea paralela la
cuerda que une los puntos (0,0) y (4,48).
Utilizando la interpretacién geométrica del teorema del valor medio lo que nos piden es hallar

el valor medio c en el intervalo [0,4] f ‘(c):w >6c=2-12=c=2.
Dado que f(2)=12, el punto es C(2,12)

ax si x<1

6. Dada la funcion y=¢ x2 _p

) ;hay algin valor de a y b para los que f cumpla las
23|x21°yguv yobp qu ump

hipétesis del teorema del valor medio en el intervalo[-2,2]? En caso afirmativo calcula el valor
al que se refiere la tesis.

Debemos comprobar si f es continua en [-2,2] y si es derivable en (-2,2). El Gnico punto
problematico es x=1 pues las funciones que componen f son polinémicas y por lo tanto
continuas y derivables en todo R.

Continuidad y derivabilidad en x=1

x%-b

limf(x) = limax = a; Jim f(x) = Jim %5 = 43> ; (1) = 3> >f es continua en x=1 si a=13>

_J asix<l
| xsix>1
teorema del valor medio en [-2,2].

fi(l)=a;fi(1)=1= a=1;a=32 =1 = b=—1Paraa=1yb=-1se cumple el

flb)—f@ f2)-f(-2) 5/2+2
b-a =~ 2+2 — 4

Vamos a hallar el valor de c: f “(c)= 2

si c<1 f ‘(c)=a=1+9/8 no hay ninguna solucion anterior a x=1; sic>1 f'(c)=c=9/8. Como
c=9/8€[-2,2] ese es el tnico valor que verifica la tesis.

7. Dada la funcion y=aL.x+b se pide: a) Hallar a y b sabiendo que la grafica pasa por los
puntos A(1,3) y B(e,5); b) Demostrar la existencia de un punto ce(1,e) en el que la tangente a
la grafica sea paralela a la recta que pasa por Ay B ¢) Calcular las coordenadas del punto ¢
A) La grafica pasa por (1,3)= f(1)=3=3=aLl+b=>b=3

La gréfica pasa por (e,5)> f(e)=5=>5=ale+b=a+3=>a=2

Por tanto la funcion es y=2Lx+3
B) La funcion es continua y derivable en (0,%0), por lo tanto es continua en [1,e] y derivable en
(1,e). En consecuencia cumple las hipétesis del teorema del valor medio, es decir existe un
punto perteneciente al intervalo (1,e) cuya recta tangente es paralela a la cuerda que une
(1,f(1)) y (e,f(e)) que son precisamente los puntos Ay B
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: : f(e)—f(1 -
C) Vamos a calcular dicho valor medio y’:Z.% f'(c)= % = (eg — 1( ) _ g_i’ = egl

% = e—Ll = c=e—1e(1,e) Como nos piden las coordenadas del punto tenemos que

calcular su imagen y=2Lx+3; f(e-1)=2L(e-1)+3. Punto (e-1, 2L(e-1)+3)

8. La funcion y=1— Jx* se anula en los extremos del intervalo [-1,1 ]. Demostrar que la
derivada de dicha funcion no se anula en ningln punto de dicho intervalo. ;Contradice este
resultado el teorema de Rolle?. Razona la respuesta.

y’z4/5x‘1’5:$ que, evidentemente, no se anula en ninguin punto. El teorema de Rolle
garantiza que entre dos raices a y b de una funcion se encuentra una raiz de la derivada
siempre que la funcion sea continua en el intervalo [a,b] y derivable en (a,b). x=-1 y x=1 son
dos raices de la funcion y=1 — ¥x* yen el intervalo (-1,1) no se halla ninguna raiz de la
derivada. Esto no contradice el teorema ya que aunque la funcion es continua en [-1,1] no es
derivable en (-1,1) al no serlo en x=0.

9. Comprobar que entre las raices de la funcion y=yx? —5x—6 se encuentra alguna de su
derivada.
El dominio de esa funcion es todo R, siendo continua en su dominio. Su derivada es:

"=1/3(x2 213 - 2X-5 P -
y’=1/3(x*-5x-6)2".(2x-5) 395 —5x—6 Esta funcion es derivable en todo R excepto en los
puntos en que se anula el denominador que son, precisamente, las raices de la funcion. Por
tanto, si a y b son dos raices de f se verifica que f es continua en [a,b] derivable en (a,b) y
f(a)=f(b)=0. Es decir se cumple el teorema de Rolle en ese intervalo y, por lo tanto, existe un
punto ce (a, b) en el que la derivada se anula.
—X2+pxsi-1<x<3
mx+nsi3<x<5
teorema de Rolle en el intervalo [-1,5]. Halla para dichos valores el o los puntos que verifican
la tesis.
Dado que las funciones que componen f son polindmicas son continuas y derivables en todo
R. Para que la funcién cumpla las hipétesis del teorema de Rolle en ese intervalo es necesario
que sea continua y derivable en x=3 y que f(-1)=f(5)
f(-1)=-1-p; f(5)=5m+n=5m+n=-1-p

10. Calcula p,m y n para que la funcién y:{ cumpla las hipotesis del

Continuidad en x=3
lim £(x) :Xlir?p_(—x2 +px)=-9+3p; M f(x) = lim(mx+n)=3m+n=-9+3p=3m+n

—2X+p Si X<3

1 Si 3<x<E £’ (3)=-6+p; f.’(3)=m=-6+p=m

Derivabilidad en x=3 y’:{

Sm+n=-1-p m=-8/3
Reuniendo todas las condiciones tenemos el sistemay -9+3p=3m+n = n=9
—6+p=m p=10/3
—2x+ 42 six<3
—2 5i 3<x<5

X2+ 2xsi-1<x<3

By Qsi3<x<E y su derivada y’:{
3 —_ —_

Por tanto la funcion es y:{
Vamos a calcular el valor de c: f ’(c)=0
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En el intervalo (3,5) eso no es posible ya que la derivada es constante y vale -8/3, el valor
debe estar por lo tanto en (-1,3). f “(c)=-2¢-+10/3=0= ¢ = 10/6 € (-1.5)

11. Demuestra que la funcién y=x3-3x+b no puede tener mas de una raiz en el intervalo [-1,1]
cualquiera que sea el valor de b.

La funcidn es continua y derivable en dicho intervalo, por lo tanto entre dos raices de la
funcion deberia hallarse una de la derivada por el teorema de Rolle. y’=3x?2 -3 =0 = x=+1
Si la funcidn tuviese dos raices en [-1,1] la derivada deberia tener alguna en el intervalo (-1,1).
Como esto no se cumple la funcién no puede tener dos raices en dicho intervalo.

12. Demuestra que la ecuacion e*-1=0 no tiene mas raices reales que x=0

La funcion y=e*-1 es continua y derivable en R, por lo tanto si tuviese dos raices en el
intervalo comprendido entre ellas verificaria el teorema de Rolle y deberiamos encontrar una
raiz de su derivada. Pero y’=e* que no tiene raices. Por tanto la funcion de partida no puede
tener mas de una raiz que es, evidentemente, x=0

13. Si una funcién es derivable en todo Ry su derivada es siempre positiva, ¢pueden existir
dos nimeros a y b distintos tales que f(a)=f(b)? Razona la respuesta.

No ya que al ser derivable en todo R también es continua en Ry, por lo tanto, si hubiese dos
nameros a y b tales que f(a)=f(b) la funcion verificaria en el intervalo [a,b] el teorema de Rolle,
es decir habria un punto perteneciente al abierto cuya derivada seria cero, pero esto es
imposible pues nos dicen que la derivada es siempre positiva.

xsi-2<x<-1
14. Sea f(x)—{ %_3 si-1<x < 0
En caso afirmativo halla el o los valores que verifican la tesis
La funcion y=1/x es continua y derivable en R-{0} y por lo tanto lo es en (-—2-1) La funcion
y:LZ‘3 es continua y derivable en R por ser polindbmica. En consecuencia el Unico punto en

que la funcion puede tener problema es en x=-1

¢cumple las hipétesis del teorema del valor medio en [-2,0]?

: him L a. i — lim X283 _ _1- f(-1)=- ; —
XET— f(x)l_xﬂ[rf_ x =—1, Xy[rl1+ f(X) _Xy[rl1+ > =—1; f(-1)=-1= f es continua en x=-1
y_ _Xz Si '2<X<'1 T -1 T — - —
y X Si -1<x<0 f’(-1)=-1; f.’(-1)=-1 Por tanto f es derivable en x=-1

Al ser continua en [-2,0] y derivable en (-2,0) cumple las hip6tesis del teorema del valor medio

en dicho intervalo.
Vamos a calcular c: f(bg:];(a) = i) —Zf(—2) = B2z _ 1

Sic<-1fi(c)=—5% =—5 > c2=2=c==,2 elvalor c=+,/2 no nos sirve porque estamos
partiendo de que c<-1, el valor c=- /2 € (=2, 0) y por lo tanto es valido

Veamos que ocurre si ¢>-1 f “(c)=c=- 5 € (-2,0) por tanto también es valido.

Asi pues, en este caso hay dos valores en ese intervalo que verifican la tesis: c=- /2 y c=-1/2
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15. Representa graficamente la funcion y=|x|+|x-1|. Razona
en qué puntos dicha funcién no es derivable.

—X—X+1six<0 —2x + 1 si x<0 \ /
y=[X|+x-1|=¢ x—=x+1si0<x<1 =43 1si0<x<1 A !
X+x—-1six>1 2x—-1six>1 B

A partir de la gréfica vemos que no es derivable en x=0y
en x=1 al tener puntos angulosos en ambos valores.

16 Demostrar que la funcion y= x*+x-1 tiene exactamente una raiz real entre 0y 1

En primer lugar demostraremos que tiene al menos 1 raiz real en ese intervalo: f es continua en
R por ser una funcion polinémica, por tanto es continua en [0,1]; f(0)=-1<0; f(1)=1>0, En
consecuencia, aplicando el teorema de Bolzano, 3c € (0,1) t.g. f(c) = 0, es decir tiene al
menos una raiz entre O y 1.

Veamos ahora que es Unica: f es continua en [0,1] y derivable en (0,1) por serlo en todo R al
ser una funcion polindmica. Por el teorema de Rolle sabemos que si f tuviese dos raices en ese
intervalo existiria entre ellas al menos 1 raiz de su funcion derivada. Pero f ‘(x)=5x*+1 que no
se hace cero en ningun valor real, por lo tanto f no puede tener 2 raices en dicho intervalo.

17. Demostrar que la funcion y=e*-x-3 Posee un cero en la parte positiva del eje OX.
Investigar si es Unico.

F(0)=-2<0; f(2)>0; f es continua en R, por lo tanto lo es en el intervalo [0,2]. En consecuencia
f cumple en ese intervalo el teorema de Bolzano, de lo que se deduce que tiene al menos 1 raiz
en el intervalo (0,2).

Para ver si es Unica utilizaremos el teorema de Rolle. Dado que f es continua y derivable en
(0,00), el teorema de Rolle garantiza que si f tiene 2 raices positivas la derivada ha de tener
también una raiz comprendida entre ellas. Pero y’=e*-1 solo se hace cero en x=0y, en
consecuencia f no puede poseer dos raices positivas.

18 Dada la parabola y=x?>-3x+2 se considera la recta r que une los puntos de esa parabola de
abscisas x=1 y x=3. Hallar la ecuacidn de la recta tangente a la parabola que es paralela a la
rectar.

Al ser una funcién polinémica f es continua en [1,3] y derivable en (1,3) por serlo en todo R.
Por tanto cumple el teorema del valor medio en dicho intervalo. De la interpretacion

geométrica de dicho teorema se deduca que en el valor medio c tal que f ‘(c):—f(gg — fl(l) la

recta tangente es paralela a la cuerda que une los puntos de la funcién de abscisas x=1 y x=3.

Tenemos pues que hallar dicho punto y luego la ecuacion de la recta tangente.
% = % = 1; f(x)=2x-3 por lo que 2¢c-3=1=c =2

Recta tangente: X,=2; yo=f(2)=0; m=f"(c)=1. Recta tangente : x-2=y

X2 +4x+3six<0
—x2 +ax+b si x>0
obtenidos calcula los puntos de la curva en los que la tangente es paralela a la cuerda que une
los puntos A(-3,f(-3)) y B(2,1(2))

19. Sea f(x):{ Hallar a'y b para que f sea derivable. Con los valores

Dado que las dos funciones que componen f son polinémicas y por lo tanto derivables, el
unico punto problematico es x=0
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Derivabilidad en x=0
lim f(x) = XIir(p_(x2 +4x+3) =3; lim f(x) = XIir(n(—x2 +ax+b)=b = 3=b para que f sea
continua en x=0.

) 2X+4six<0 3 . B

—{ oyt asixs0 f_(0) =4; f,(0) = a = a=4 para que f sea derivable en x=0
La funcion es por lo tanto f(x)= X*+4x+35ix<0 su derivada y’= 2X+4six<0
afunclonesp )= X2 44x+3six50 Y= “ox+45ix0

Dado que f es derivable en R se verifica que es derivable en [-3,2] y continua en (-3,2),

verificandose el teorema del valor medio en dicho intervalo. Los puntos que nos piden son los
flb)-f(@ f2-f(3) _7

valores medios de la funcién en [-3,2]. b_a - 243 "%
Si ¢<0  *(c)=2c+4=£ = 10c+20 =7 = ¢ =35 (-3, 2) punto valido
7

Sic>0 f*(c)=-2c+4=¢ = —10c+20=7 == 13 €)(=3,2) también es valido. Por lo tanto hay
2 valores que verifican el problema x=-13/10 y x=13/10

20. Comprobar que la ecuacion x’+3x+3=0 tiene una Unica solucion real.

Para demostrar que tiene alguna raiz utilizamos el teorema de Bolzano. La funcién y=x"+3x+3
es continua en R y por lo tanto lo es en [-1,0]. Ademas f(-1)=-1<0 y f(0)=3>0 por lo tanto
cumple el teorema de Bolzano en dicho intervalo, en consecuencia 3c € (-1, 0) tq f(c)=0 es
decir ¢ es una solucion de la ecuacion de partida.

Si la ecuacion tuviese 2 soluciones a y b reales, se verificaria que f(a)=f(b)=0, siendo f
continua en [a,b] y derivable en (a,b) por serlo en todo R. Por el teorema de Rolle se
verificaria que 3c € (a, b) t.g. f’(c)=0 pero f ‘(x)=7x°+3=0= 7x® = -3 lo que no es posible en
R. Por tanto la derivada no tiene ninguna raiz real y, en consecuencia, f no puede tener 2
raices.

21. Sea f(x)=2+x3(x-2)? probar que la funcién f “(x) tiene al menos una raiz real en el intervalo
(0,2) sin calcular la funcién f

Podemos demostrar lo que nos piden aplicando el teorema de Rolle. Buscamos 2 puntos en los
que f(x) valga lo mismo. Es facil encontrarlos ya que para x=0 y x=2 el segundo sumando se
anula y por lo tanto f(0)=2)f(2). En el intervalo [0,2] la funcidn es continua por ser una
funcion polinémica y en (0,2) es derivable por la misma razén, como ademas f(0)=f(2) f
cumple en dcho intervalo el teorema de Rolle. Es decir, 3¢ € (0, 2) tal que f *(c)=0

22. Sea y=f(x) una funcién derivable en R; sean a y b dos raices de la derivada f ’(x) tales que
entre ellas no hay ninguna otra raiz de f ‘(x). Razonar si pueden ocurrir cada una de las
siguientes posibilidades: a) entre a y b no existe ninguna raiz de f(x) b) entre a y b existe una
sola raiz de f(x); c) entre a y b existen dos raices de f(x)

a) Si es posible que ocurra, basta considerar una funcion que \
tenga en a 'y b extremos relativos y que sea enteramente

positiva entre ellos. En ese caso f “(a)=f “(b)=0, por serayb
extremos, y no existe entre ellos ninguna raiz de fentreay b
al ser f(x)>0
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b)También este caso es posible. Consideremos la funcion y=senx. Su derivada y’=cosx posee
dos ceros consecutivos en x=r/2 y en x=37/2 y la funcién solo se hace cero 1 vez en dicho
intervalo, en el punto x=rn

c) No es posible que ocurra este tercer caso. La funcién es derivable en R y por lo tanto
cumpliria el teorema de Rolle en cualquier intervalo de nimeros reales que consideremos. Si
entre a y b hubiese dos raices c y d de f(x), a<c<d<b , aplicando este teorema existiria una raiz
de la derivada en (c,d) y por lo tanto a y b no serian raices consecutivas de f ‘(x) como afirma
el enunciado.

23. Para cada uno de los siguientes apartados dar un ejemplo que demuestre que el enunciado
es falso, justificando la respuesta. a) la suma de dos funciones discontinuas es una funcion
discontinua b) toda funcién continua es derivable
X+ 1 si x<0
. = . Am n
Xsix>0 y 9k {13|x20 bas so
discontinuas en x=0 ya que: XIir(p_f(x):xlir(p_(x+1):1 y XIir(p+f(x):xlir(p+x:0:> f discontinua en x=0

i X<
a) Consideremos las funciones f(x):{ 0 si x<0

: XIir(p_g(x):xlir(p_O:O y XIirglg(x):XIir(p+1:1:>g discontinua en x=0.
. . _ _J x+1six<0 .
Sin embargo f+g es continua en x=0. En efecto, (f+g)(x)—{ X 1six>0 .Es decir

(f+g)(x)=x+1, funcién continua en R.

. ] xZsix<0 e o RPN
b) Consideremos la funcion y—{ < Si x50 Xllr(pf(x)—xllr(p(x )=0; Xllr(nf(x)—xllr(nx—o, f(0)=0=>
2x si x<0

f es continua en x=0; y’:{ f’(x)=0; f.”(xX)=1. Por tanto f no es derivable en x=0

1six>0
C) Soluciones de otros ejercicios propuestos para practicar: teorema de Rolle, Bolzano
y valor medio

1. Utilizando el teorema del valor medio aplicado al intervalo [0,5] sabemos que 3 ¢< (0,5) tq
f(5)—10) f(5)-3 f(5)- 3
f‘(c= 5-0 — 5 Si queremos garantizar que f“ (c)=8 tendremos 5 =8=

f(5)-3=40= f(5)=43

2. Aplicando el corolario del teorema de Rolle, dado que f(x)=0 en tres puntos del intervalo
[a,b] se verificara que

f “(X) posee en (a, b) al menos dos raices, llamemasles ¢, y ¢,. Dado que en el intervalo (a,b)
existe la derivada segunda, la funcion y=f * (x) sera continua en

[c1,c]< (@, D), derivable en (cy, ¢5) y f “(c.)=f ¢ (c.)=0. Podemos aplicar por lo tanto el teorema
de Rolle a la funcién y=f * (x), obteniendo que = ¢< (€1,¢2) tq ™ (c)=0

3. Si una funcion verifica en un intervalo el teorema de Rolle verificara también en dicho
intervalo el teorema del valor medio del calculo diferencial ya que las hipétesis del teorema del
valor medio, continuidad en el cerrado y derivabilidad en el abierto, forman parte de las
hipootesis exijidas para que se verifique el de Rolle.

Las conclusiones de ambos teoremas en este caso son las mismas pues el teorema de Rolle es
un caso particular del del valor medio cuando f(a)=f(b)
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4. La funcion f(x) = (x=1)(x—2)(x—3)(x—4) es continua y derivable en todo R por ser

polindbmica. Ademas tiene 4 raices en x=1, x=2, x=3 y x=4. Aplicando el corolario del teorema
de Rolle sabemos que entre 2 raices cualesquiera de una funcion continua y derivable se
encuentra una raiz de su derivada. En consecuencia, la derivada de la funcién de partida tendra
una raiz el los intervalos (1,2); (2,3) y (3,4).

5. El término independiente de un polinomio es igual a su valor numérico en x=0.
Consideremos la funcion f(x)=P(x). f((0)=f(2)=3; f es continua en [0,2] y derivable en,
(0,2) por ser polinémica, por lo tanto, aplicando el teorema de Rolle, 3¢ € (0, 2)tq f* (c)=0
(Como nos piden, hemos demostrado que la derivada se anula y especificado un intervalo en
que lo hace)
6. Consideremos la funcion y=x3+6x?+15x-23 continua y derivable en R. Si dicha funcion
tuviera 2 raices, entre ellas tendria que existir una raiz de su derivada por el teorema de Rolle.
Sin embargo y ¢ = 3x*+12x+15 no se anula para ningln valor real, como podemos comprobar
resolviendo la ecuacion 3x*+12x+15=0, por lo tanto la funcién de partida ha de tener como
maximo 1 raiz.
Nota: Obsérvese que en este ejercicio no nos piden que demostremos que dicha raiz existe.

7 Consideremos la funcién y=x*-5x+3 continua y derivable en R. Si dicha funcién tuviera mas
de 2 raices reales, entre ellas tendria que existir una raiz de su derivada por el teorema de
Rolle, por lo que la derivada deberia tener al menos 2 raices. Sin embargo y “ = 18x*'-5 que

. ETY : o
Unicamente se anulaen x= V 18 | como podemos comprobar resolviendo la ecuacion
18x-5=0, por lo tanto la funcién de partida ha de tener como maximo 2 raices.

Nota: Obsérvese que en este ejercicio no nos piden que demostremos que dichas raices existen

8. En primer lugar vamos a demostrar que la ecuacion y = x® —5x —1 tiene al menos 3 raices,

utilizamos para ello el teorema de Bolzano. Consideremos la funcion y=x°>-5x-1, continua en

todo R.

1°: f(-2)=-23<0; f(-1)=3>0, por el teorema de Bolzano la funcién se hace cero en algin punto
del intervalo (-2,-1)

2° f(-1)=3>0; f(0)=-1<0, por el teorema de Bolzano la funcion se hace cero en algin punto
del intervalo (-1,0)

3° f(0)=-1<0; f(2)=21>0, por el teorema de Bolzano la funcién se hace cero en algun punto del
intervalo (0,2)

Hemos comprobado que la funcién tiene al menos 3 raices reales y, por lo tanto queambién las

tiene la ecuacion de partida.

Vamos ahora a demostrar que no puede tener mas que tres utilizando para ello el teorema de

Rolle. La funcién es continua y derivable en R, por ser una funcién polinémica, por lo tanto es

aplicable el teorema de Rolle en cualquier intervalo [a,b]. En consecuencia, si la funcion

tuviese mas de 3 raices reales su derivada tendria que tener al menos 3. Sin embargo, su

derivada es y* =5x*-5 y tiene Gnicamente dos raices, en efecto: 5x*-5=0= X = J1 ==+1 por o
tanto la funcién de partida no puede tener mas de tres raices.

X3

9. 1(x) = X +1

funciones polindmicas. Para que cumpliese las hipdtesis del teorema del valor medio en [-2,5]

Esta funcidn es continua y derivable en R-{-1} por ser un cociente de
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deberia ser continua en dicho intervalo y derivable en (-2,5), pero en x=-1 tiene una
discontinuidad asint6tica por lo que no se cumplen las hip6tesis del teorema.

10. La funcién f(x) =|sen x| es continua en Ry por lo tanto en el intervalo [r/3, 4m/3]
Sin embargo no es derivable en los puntos x=k7 siendo k=Z. Dado que el punto

x=ne (n/3,47/3) |a funcién no es derivable en dicho intervalo abierto por lo que no cumple las
hipdtesis del teorema de Rolle.

» —X+ 2SI X<2 . .
11. Lafuncion f(x) =[x - 2=} | 5 ¢jy~ » Escontinuaen Ry derivable en R-{2}

(deberias comprobarlo estudiando su continuidad y derivabilidad) Por tanto no cumple las
hipétesis del valor medio en el intervalo [0,3] al no ser derivable en (0,3)
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