IES RAFAEL PUGA RAMON INTEGRAL INDEFINIDA

Integral Indefinida

El problema que vamos a resolver es el siguiente: Dada una funcion y=f(x) ¢existe otra funcion
y=F(X) cuya derivada coincida con la funcién de partida, F’(x)=f(x)? Y. En caso afirmativo,
iesta funcion es Unica?

Ejemplos:

1. f(x) =cosx; F(x)=senx ya que F’(x)=cosx=f(x)

2. f(x)=3x%; F(x)=x* ya que F’(x)=3x*=f(x)

Definicion:
Sea y=f(x) una funcién definida en un intervalo (a,b),llamaremos primitiva de f (x) a toda
funcion y=F(x), definida y derivable en (a,b) y tal que F’(x)=f(x).

1. Asi, la funcion F(x)=senx esta definida y es derivable en todo R, dicha funcién es una
primitiva de f(x)= cosx ya que F’(x)=f(x)Vx € R

2. La funcién y=Lx esta definida y es derivable en (0,%0), siendo su derivada y’=1/x . Podemos
entonces decir que y=Lx es una primitiva de y=1/x en el intervalo (0,c0) pero no que sea una
primitiva en todo R

Existencia y unicidad de primitivas

Habiamos dicho al principio que debiamos resolver dos problemas: el de la existencia de
primitivas y el de la unicidad.

La existencia 0 no de primitivas para una funcion dada es un problema complejo que no vamos
a afrontar en este curso, llega con conocer que toda funcién continua en un intervalo (a,b)
posee primitivas en dicho intervalo.

Sin embargo, el problema de la unicidad de primitivas tiene facil respuesta. Dado que la
derivada de la funcién costante y=C es y’=0, es evidente que si y=F(x) es una primitiva de la
funcién y=f(x) también lo serd la funcion y=F(x)+C VC € R. En defintiva, si una funcion tiene
una primitiva entonces tiene infinitas, las que se obtienen al sumarle a dicha primitiva cualquier
namero real.

Teorema
Dada una funcién y=f(x), si F y G son dos primitivas de f(x)=F y G se diferencian en una
constante. Es decir F(x)=G(x)+K para alguna constante Ke R

Definicion

Llamaremos integral indefinida de la funcién y=f(x), y se denota por | f(x)dx, al conjunto de
todas sus primitivas. | f(x)dx = {F(X)/F'(x) = f(x) }.

De lo dicho anteriormente se deduce que si F(x) es una primitiva de f(x) =

Jf(x)dx={F(x) + C/ € R}. Lo denotaremos abreviadamente como | f(x)dx=F(x)+C

Ejemplos: 1. | cosx.dx = senx + C;

2.§ %.dx = L|x|+C (' hemos visto antes que y=Lx solo es una primitiva y=1/x en el intervalo
(0,0), al no estar definida la funcion y=Lx en los restantes nimeros reales. Sin embargo, si
antes del logaritmo hacemos el valor absoluto de x conseguimos que el dominio de esta
funcion y=L|x| sea R-{0}, coincidiendo con el de la funcién y=1/x y constituyendo una
primitiva de esta funcion en todo su dominio.
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IES RAFAEL PUGA RAMON INTEGRAL INDEFINIDA

La integral indefinida esta constituida por una familia de funciones F(x)+C, por lo que todas
sus gréficas pueden obtenerse a partir de

una de ellas por traslacion.

Para la determinacion de una primitiva Y
concreta es necesario conocer el valor de

la constante de integracion, esto se

consigue mediante la aplicacion de alguna

propiedad conocida de esa primitiva

concreta por ejemplo:

3. Calcular una primitiva de la funcion =5 5 4 3 2
y=3x? que pase por el punto (0,1)

3x2.dx = x3 + C La integral definida de la
funcion y=3x? la constituyen la familia de
funciones del tipo y=x*+C. Sus gréaficas se
obtienen a partir de una de ellas
trasladando la funcion a lo largo del eje
OY. Nos piden que calculemos aquella que
pasa por el punto (0,1). Sustituimos por tanto en la familia de primitivas y=x3+C por ese punto
y obtenemos 1=0°+C = C = 1 = la primitiva concreta que nos pedian es y=x3 + 1

-'qc'nr_'n-r':-r_'urbk'i-u = L B W
2
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-
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o
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Propiedades de la integral indefinida

Las siguientes propiedades de la integral indefinida son consecuencia directa de las reglas de
derivacion:

1. [k.f(x)dx = k | f(x)dx ya que la derivada de una constante por una funcion es igual a la
constante por la derivada de la funcién Ejemplo | 5cosxdx =5 | cosxdx = 5.senx+C
2§(f(x) + g(x))dx = [ f(x)dx + | g(x)dx. Dado que la derivada de una suma de dos funciones es
igual a la suma de sus derivadas

Ejemplo [(cosx + %)dx = fcosxdx + | %dx:senx+ L|x+C

Integrales inmediatas

La operacion que permite calcular las primitivas de una funcion dada f(x) recibe el nombre de
integracion. Como proceso inverso de la derivacion de cada una de las reglas para el calculo
de derivadas se deduce otra para el célculo de las primitivas de una funcion. A tales integrales
se le conoce con el nombre de integrales inmediatas y son las siguientes:

Likdx=ka+C; 2 [x"dx=2F+Cvn+-1; 3 [xtdx=]%dx=LK+C

4. senxdx = —cosx +C;5 fcosxdx senx + C;

6.] sec?xdx = | c032 dx = J(1 +tg?x)dx =tgx + C

7. .fcosec?xdx = | ser112x dx = J(1 + ctg?x)dx = —ctgx + C
8. faxdx a*/La+ C; en particular jexdx =eX

9. dx arctgx + C; 10. dx = arcsenx+C
1 : fm
Ejemplos.

1. J(3x* +2x2 = 3x + 4)dx = 3*5 2% _ 3X2+4x+c

2
2.§3X4+2XX2_3X+4dx f dx+§ dx I3 dx+§4dx—
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-=[3x2dx + | 2dx — 3 +dx + 4 [ x2dx ==X*+2X-3L|x|+4." X +C

)
3.§\/x_5dx:§x5/2dx:% = 2‘/7_ +C

4. jadx = f(gjxdx = 8/2?2:) +C

5.(1+x2)%dx = [(1 +2x2 + x*)dx = x+2§ 5 > +C

De cada una de las integrales inmediatas de la tabla anterior podria obtenerse otra utilizando la
regla de la cadena. Veamos algunos ejemplos:
Ejemplo 1:

f(X) n+1
n+1

Si [x"dx = 2— — ] +CVn_—1 =[f)"f(x).dx = +CVn=-1;

Asi por ejemplo | sen®x cos x.dx = % +C;

J(Lx)3 L dx = (LZ) +C

8
ftg7x.sec?x.dx = thX +C

Ejemplo 2:
Si Jsenxdx = —cosx +C; = | sen(f(x)).f '(x)dx = —cos f(x) + C;

Asi por ejemplo | sen(5x).5.dx = —cos(5x) + C
fsen(Lx).%dx =—cos(Lx) +C
[ sen(x®)3x%dx = —cos(x%) + C

Ejemplo 3:

Ly LG
Dado que [ xdx=Lx+C=] ) dx = LIf(x)|+C
Asi fctgxdx [ % dx = L|senx| +C

f dx Lix*|+C

La tabla de integrales inmediatas afiadiéndole las férmulas correspondientes a la regla de la
cadena seria entonces la siguiente:

1.Jk.dx = kx +C;

2 [xndx=X" 4 cv 1- [ )" (x).d _T00™ L o vn—
R n= > )" f(x).dx = n+s1 T n=-1,
3. /idx=Lx+C = | ()dXZLﬁan+c

f(x)
4. senxdx = —cosx + C; = [ sen(f(x)).f '(x)dx = —cosf(x) + C
5f cosxdx = senx + C; = [ cos(f(x)).f '(x)dx = sen(f(x)) +C
6.fsec?xdx =tgx+C = .[sec?(f(x)).f "(x)dx = tg(f(x)) +C
7..Jcosec?xdx =—ctgx+C = .Jcosec?(f(x)).f'(x)dx = —ctg(f(x)) +C
8.Ja*dx=a*/La+C;= [a™ f’(x)dx=a™/La+C
en particular feXdx=e* =  [e™.f’(x)dx=e™+C

A .
9. L+ ool dx = arctg(f(x)) +C;

11 dex arctgx + C; :>j
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1 dx = arcsenx+C= | )

1-x2 J1-[f01?

NOTA:
Si se entiende la regla de la cadena es totalmente innecesario memorizar esta segunda tabla

10.f dx = arcsen(f(x)) +C

NOTA 2. Todas las formulas anteriores pueden utilizarse cuando nos falta dentro de la
integral una constante multiplicativa sin mas que multiplicar y dividir por dicha constante.

Ejemplo (Como podemos realizar de forma directa | sen(5x)dx? esta integral seria inmediata
sila funcion estuviese multiplicada por la derivada de 5x. Podemos hacer lo siguiente:

| sen(5x)dx=] %.5.sen(5x)dx = % I 5.sen(5x)dx = —% cos(5x) +C
Ejemplos

1.Je>*dx = % [2.e2*dx = %ez"” +C

2 2

2.f 3X dx:lf gx dX:lL|X3+5|+C
X345 seﬁx X3+5 e

3.0 tgxdx = | Ggsxdx =—J Tosx dx = —-L|cosx|+C

4.fx.eXdx = % [ 2xe**dx = %exz +C

X2 L iaanes ey, 10CH5Y 2% +5

5.§mdx— §3>; (X°+5) k=375 —+C= 3 +C
t
6. | tg?x. sec?x.dx = % +C
Senx.cosxX 4., 1  2senx.cosx 4, 1 2
7'§—130%e§12x dx =5 [ o dx=5L1+sen’x|+C
8.§mdx:arctg(3enx)+c .
9.1(tg3x +tg>x)dx = J tg®x(1 + tg2x)dx = g4x +C
10.] €35 senx.dx = —% | —3senx.e3°sXdx = —%emsx +C
11.§ %X;X% =] 1EXX2 dx— | 1+1x2 dx =L|1+x?|—arctgx+C
2 312 [(x2+1)3

12.fxyx2 +1 dx:%§2x(x2+1)1/2dx:%(x ;_/;) +C= ( 3 ) +C

13.] x. cos(x? + 3)dx = 5 | 2x cos(x? + 3)dx = 3sen(x2 + 3) + C
147 95X 4 sen(ixy +C

15.]tg2xdx = J(tg?x + 1 — 1)dx = f(tg?x + 1)dx — fdx = tgx —x + C
X 1 1 (1-x»)"?
16.f dx:—§§—2x(1—x2)‘1/2:———+C:—./1—x2 +C

J1-x2 2 12
17 —X —dx=1 7 —2X gy Larcsenx)+C
1 — x4 2° [1-(x2)2 2
18] — & dx- ) € dx—arcsen(e’) +C
J1-eX J1—(eX)? &)
X2 3x?
19.f 18Lo)§6xdx =3 13 0G)2 dx = $arctg(x®) + C
20] mdx ?L arctg(;enx) +C .
21J 15 9x2 dx = 3 fde = §arctg(3x) +C
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1 1/16 1 1 4 14 1
22 j 16+x2 dx:j 1422 dx:l_G 5 e dX=1_6 [TESY) dxzzarctg(x/4)+C
16

23f ,/251W dx= | %dx:j \/% dx = arcsen(x/5) + C

Integracion por partes

Este método nos permitira resolver algunas integrales que pueden expresarse como un
producto de una funcion por la derivada de otra. Deduciremos la formula de la integracion
por partes a partir de la regla para derivar un producto de dos funciones.

Sean u=f(x) y v=g(x) dos funciones= (u.v)’=u.v’+v.u’ y por lo tanto d(u.v) = udv+vdu.
Integrando ambos miembros de esa igualdad tenemos: j d(u.v) = j uadv + j vdu. Dado que
[ d(u.v) = u.v, se obtiene que u.v = | udv+ | vdu y despejando la primera integral:

{udv=u.v— | vdu Férmula de la integracién por partes.

El método consiste en identificar u con una parte de la integral y dv con el resto. EI mayor
problema de este procedimiento es que no hay una regla fija para hacer las identificaciones
mas convenientes. Hemos de tener en cuenta que la parte a la que llamamos dv debe ser
facilmente integrable y también que la integral que obtengamos sea mas sencilla que la de
partida.

Debemos tener también presente que al hacer la identificacion de dv, esta debe contener
siempre a dx

Ejemplol

| x.e*dx =x.e* - [ e*dx =xe* —e* + C
U=x; du=dx
dv=e*dx; v=e*

NOTA: En este ejemplo, a la hora de hacer la identificacion de las partes tenemos en cuenta
que la funcion y=x se simplifica si se deriva y se complica si se integra, en cambio nos es
indiferente derivar o integrar y=e*

Ejemplo 2

u=Lx; du=+dx

=XLx—[Xx.2dx = XxLx— [ dx = xLx —x +C
dv=dx; v=x

| Lxdx =

NOTA: En este ejemplo la identificacion que hemos hecho es la Unica posible ya que el
integrando solo se puede entender como un producto de esta forma.

Ejemplo 3
En algunas ocasiones hay que repetir la integracion por partes varias veces
u=x2 ; du=2xdx

| x2senxdx = =—X2C0SX— | —2xcosxdx = —x2 cosx +2 | xcosx | dx =
dv=senxdx; v= -cosx
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u=x; du=dx

= —X? COSX + 2(X.senx — | senxdx) = —x? COS X + 2(Xsenx + cos X) + C
dv=cosxdx; v=senx

Ejemplo 4
Jarctgx dx= u=aretgx; du= 1 ?LXXZ = X.arctgx — f dx x.arctgx — 5 J
AR dv=dx ; v=x : : 1 + X2

= x.arctgx — 5L(1+x2)+C

Ejemplo 5
Si al hacer integrales sucesivas se obtiene en el segundo miembro una integral igual a la de

partida, se despeja esta integral para obtener una primitiva
u=e*; du=e*dx u=e*; du=e*dx
| eXsenxdx = =—eXcosx + | eXcosxdx = =
senxdx=dv; v=-cosx cosxdx=dv; v=senx

—e% cos X +e*senx — | e*senxdx
Tomando la primera y Gltima parte de esta igualdad hemos obtenido:

| e*senxdx =—e* cos X + e*senx — | eXsenxdx= 2 | e*senxdx =—e* cos X + e*senx =

_AX X
[ e*senxdx = —&-08 X2+e SenX _
Ejemplo 6
u=senx; du=cosxadx
[ sen?xdx = = —Senx. Cos X + | cos?xdx = —senx. cosx + (1 — sen®x)dx =

dv=senxdx; v=-cosx
= —senx cos X + X — | sen?xdx = 2 { sen?xdx = —senx. cos X + X = | sen?xdx = w +C

Integracion de funciones racionales

PO | Py | QW
— . QK9 rx)  C(X)

donde P(x) y Q(x) son polinomios. Para integrar las funciones

de este tipo seguiremos el siguiente esquema:

Llamamos funcién racional a cualquier funcién del tipo y=

1) Si P(x) tiene grado mayor o igual que Q(x) realizamos la division, obteniendo un cociente
C(x) y un resto r(x) cuyo grado es menor que el del denominador.

PO 1 QUICOH) [ QL) ¢ 1)
Jee0™ 1 a7 Tam ) qeoee fowaxe| g QX )O'X
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Asi pués la integral daria lugar a una integral polinbmica mas otra integral racional de grado
del numerador menor que el del denominador, que constituye el 2° paso de este esquema

P(x)

2) Si el grado de P(x) es menor que el de Q(x) descomponemos la fraccion oK) en
fracciones simples. Esta descomposicion depende del tipo de raices de Q(x), hay tres casos:

A) Q(x) tiene Unicamente raices reales simples: ry, r»,.....,r.. En este caso, sabemos que el
polinomio puede factorizarse del siguiente modo: Q(x)=a(x- rl)(x ry).....(X-ry), siendo a su

coeficiente principal. Se verifica entonces que la fraccion W puede descomponerse del

_ CPX) . A A
siguiente modo: Q(x)_a(x—lrl) (x—zr y + e (x

integracién inmediata pues | A dx = A.L|x—r|. Veremos en un ejemplo como se
g PUES I x =)

) fracciones todas ellas de

determinan los ndmeros Ay, A.......A..
B) Q(x) tiene alguna raiz real miltiple. En este caso, por cada raiz real r de orden de
multiplicidad m apareceran m fracciones simples del tipo:

A, A2 An
(X—r) (X_r)z ------- (X—r)m .
determinar los nUmeros A, A.......An

3 2 2
X3 +X -4x -3 X -4

De nuevo veremos en un ejemplo como

C) Q(x) tiene raices complejas: no veremos este
método en este curso.

X +4X x+1 Ejemplo 1
3 2
XZ -3 (% +§2 ix 3 i Dado que el numerador

X +4 tiene grado mayor que el denominador,
comenzamos dividiendo los polinomios

X3 +x2 —4x—3 X2 -H(x+1+1
J +x2 dx =] x2 -4 dx =

f(x 4)(2+1)d +§X1 dx =

—j(x+1)dx+§ 1 dx:—2+x+§de
2 4

Realizamos ahora la mtegral que nos falta que sigue siendo racional pero con grado del
numerador menor que el del denominador.

. . . . X=2 .
En primer lugar estudiamos las raices del denominador x*-4=0= { .« _p raices reales

) - L 1 A B
simples =podemos descomponer la fraccion del siguiente modo 4= %—2 v %+

Para determinar Ay B procedemos a realizar la suma del segundo miembro de la igualdad:

1 A B AX+2)+B(x-2)
x2—4 " x-2"x+2 7 X=2)(x+2)
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Observamos que la primera y Gltima fracciones son iguales y tienen el mismo denominador,
por lo tanto sus numeradores han de ser también iguales para cualquier valor que de X.

De ello se deduce que si damos a x 2 valores cualesquiera e igualamos, obtendremos un
sistema de dos ecuaciones lineales con dos incdgnita cuya solucion son los valores de Ay B.

La resolucién del sistema resulta mas facil si damos a x los valores de las raices en lugar de
otros dos valores cualesquiera.

Asi, para x=-2 se obtiene 1=-4B=B=-1/4; y parax=2 1=4A=A=1/4

1 1/4 -1/4
Por tanto, | X2_4dx:§ X_de+§mdx:1/4L|x—2|—1/4L|x+2|+C

Sustituyendo el valor de la integral en la expresion obtenida al principio del ejemplo se

3 2
obtiene:| +§2_jx_3dx =
2 2 2 2 2 -

2
Kb ] =% 4 x+ VALK - 2| - 1AL +2)+ C

Ejemplo 2
3x+5 .
) 2X3 _2x2 — 2x+ 2 dx Dado que el grado_dfel numerador (_es menor que el del denominador
procedemos directamente a la descomposicién de la fraccion.
En primer lugar hallamos las raices del denominador 2x3 —2x? -2x+2=0

Por Ruffini obtenemos que una raiz es x=1, las otras dos se obtienen al resolver la ecuacion
x=1
x=-1
Asi pues tenemos: x=1, raiz doble y x=-1 raiz simple. Esto conduce a la siguiente
descomposicion:

2x2-2=0=

3Xx+5 __A B C
2X3 —2x2 —-2x+2  2(x-1) " (x=-1)2 " (x+1)
fracciones simples al ser ese el coeficiente principal del denominador)

(obsérvese que aparece un 2 en una de las

Para obtener los nimeros A,B y C procedemos igual que en el ejemplo anterior: realizamos la
suma e igualamos los numeradores para distintos valores de Xx.

3Xx+5 A B C _A(x—1)(X+1)+ZB(X+1)+2C(X—1)2
2X3—2x2—2x+2 _ 2(x—-1) T x=1)2 T (x+1) ~ 2(x—1)2(x + 1)
(Al sumar tenemos que realizar el minimo comin multiplo para que los denominadores de la
primera y Ultima fraccion sean iguales)
Ya que son tres incognitas necesitamos un sistema de tres ecuaciones. Damos a x los valores:
x=1, x=-1y x=0
Para x=1 8=4B=B=2; Parax=-1 2=8C=C=1/4; Parax=0 5=-A+2B+2C=A=-1/2

3x+5 e 2 s
xi—oxe a2 %= pump K H T r kI Gy ax=
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2

= —UALX—1| - 357 + 1AL+ 1]+ C

x-H* 2

-2
dx=2J(x-1)?dx=2 1 =%o1

Obsérvese que | —5—5

(X 1)2

Integracion por cambio de variable

El cambio de variable es una técnica que nos permite transformar la integral de partida en una
inmediata o0 en una racional que se resolvera por el método estudiado anteriormente.

La eleccion del cambio de variable es a veces un problema complicado, aunque los ejercicios
que se ven en este curso se reducen a algunos cambios usuales que vamos a ver a
continuacion.

Una vez decidido el cambio debemos despejar dx y sustituir por completo la funcion
integrando en funcion de la nueva variable. Una vez resuelta la integral desharemos el cambio
dejando el resultado en funcion de la variable de partida.

A) Funciones exponenciales (cambio a*=t)

Ejemplol | 124X dx (cambio 2*=t)
2X_
x —_dt _ 1 dt 2" _qt 1.dt_ 1, dt _
zl2dedtdemn = 2 I ad=lne Tt i tie s
le arctgt+C = 1 arctg(ZX) +C
Ejemplo 2 j 1 dx (cambio e*=t)
- d d
X t 1-t dt
e¥dx=dt; dx=gx = t §1+e>< dx = §1+t' i f dt Integral racional con grado del

numerador menor que el del denominador. Procedemos a descomponer la fraccion.
t=0 1-t A B A(t+1)+Bt
t=—1 2+t T t+1~  tt+1)
Parat Oquedal A, parat -1 2= B:>B_ -2

J =S dx= 5= tolt—j Tdt+ ] =4pdt=Ljt]—2LJt + 1)+ C = LjeX| - 2LJe* + 1]+ C

Raices del denominador t*+t=0=

1+eX

B) Funciones que contienen expresiones del tipo (ax+b)" (cambio ax+b=t)

Ejemplo | x(x —1)3°dx (cambio x-1=t) 2
X-1=t; x=t+1; dx=dt = x(x—1)%dx = [(t+ 1)t3dt = f(t>* +t3°)dt— 3 31 +C—
(X 1)32 (X 1)31

=3 31 *C

Ejercicio propuesto:f(x — 1)(x + 1)¥dx
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C) Funciones irracionales. En estas funciones los cambios intentan eliminar las raices y
convertir la integral en una polindmica o en una racional

Ejemplo 1 | x+1ﬂ
dx =]

—42. —_ - =
X=t dx=2tdt; t= /X = |~ — f t2+t
=2Lt+1]+C=2L|/x +1|+C

dx (cambio X=t?)

otdt=2] t(ttitl) _op-dt _

x3dx
Jx2+1

x*+1=t?% 2xdx=2tdt; xdx=tdt; Para sustituir x*dx tenemos en cuenta que X*.dx=x%x.dx y que
x*=t?-1. Por tanto x3.dx=(t*1).t.dt

Ejemplo 2 | (cambio x*+1=t?)

3
3 2 _ VX2 +1
| §2d+X1 & ?'t'dtzj(tZ 1)dt———t+C——( 3 ) ~X?+1 +C
2X
Ejemplo 3 € dx (cambio e-1=t2
jemplo 3 | N ( )
e-1=t; e'=t+1; edx=2tdt; dx=2LdL _ 2t

ex t2+1

1 \3
f 662_ dx —j(t +1) tgtftl Zj(tz_kl)dtzz(%_kt)_kczz[%_k\/ex—_lJ_FC

Ejemplo 4 | —"— (cambio x=t°)

J_ J_

Nota: Este cambio permite que en la sustitucion se eliminen los dos radicales al hacer x igual a
t elevado al minimo comdn maltiplo de los 2 indices

6. 5 6t°dt tSdt .t dt ;
x=t¢; dx=6t°dt; f\/_ + % jt3+t2 =6/ 2+1) - 61+ 1 integral racional con grado del

numerador mayor que el del denominador.
Realizamos la division de esos polinomios obteniendo: cociente= t*t+1 y resto=-1. Entonces

3 2_4.1)— .
I tt+d{ =] (t+1)(tt+f+1) Lt = J(t2 —t+ Lydt—| dt= % — ¥ +t—LJt+1]+C. En consecuencia

3 2
fﬂdfﬁz tt+d{ 6(% %+t—L|t+1|)+C=6[w§) —@WY—LWHUW

=2/x —=3¥X +6¢x —6L|gX +1|+C

D) Funciones trigonomeétricas.
Si la funcién es impar en senx se hace el cambio cosx=t; si la funcion es impar en cosx se hace
el cambio senx=t

Ejemplo1l | Wlsxdx (cambio senx=t)
Senx=t; cosxdx:dt' dx=dt . dx __dt____ dt____dt
COSX» COSX ™ cos2x ~ 1—sen?x ~ 1-—t2

I cosde | 1 t2 integral racional
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Descomponemos la fraccion. Las raices del denominador son t=1y t=-1, el coeficiente
1A B  Alt+1)-B(-1)
- —t-1) T+ T —(t-1)(t+1)

principal es -1, por tanto: 1

Para t=1 tenemos 1=2A=A=1/2; parat=-1 1=2B=t=1/2.

1 _ 1/2 1/2 _
) 1 t2 dt=] —(t—l)dt+j (,H_1)dt——1/2L|t—1|+1/2L|t+ 1]+C

J sosxX=! Tzt =1/2LJt — 1] + /2LJt + 1| + C = ~1/2L|senx — 1| + 1/2L|senx + 1] + C

Ejemplo 2  [sen®xdx (cambio cosx=t)

cosx=t; -senxdx=dt; senxdx=-dt

I sen3xdx = | sen?x.senx.dx = [(1 — cos?x)senx.dx = [(1 —t?)(=dt) = — J(1 -t>)dt = -t +

=-cosx+ co:s)’ X.cC

Nota: no siempre es necesario hacer este cambio. En la anterior integral, por ejemplo,
podriamos haber procedido del siguiente modo: | sen®xdx = | sen?x.senx.dx = [(1 — cos?x)senx.dx =

3
= | senxdx — [ cos?x.senxdx = —COS X + % +C

3+C—

Ejercicios propuestos: a)f cos3xdx (cambio senx=t); b)f Se%dx (cambio cosx=t)
EJERCICIOS INTEGRAL INDEFINIDA

Integrales inmediatas
6
10 +3x— 2)dx2§wdx 3 [ ‘/_+X+ 4 | (X+1) ~=——dx 5 Jctgxdx

3/y2
6 12cosx o 7 | [L(x + 1)1 %dx 8 ﬂ:!x—

2 2 5
T+ sen2x 1 dx 9 Jtgxsec®xdx 10 fsen>x cos xdx

11 fsen®xdx 12 [ Xdx 13 Je3cos2sen2x dx 14 | 2

e X | —dx

18 [ senx cos xdx 19 [ xe**dx 20 | dx 21 xy/x? + 1 dx 22 fxcos(x? + 1)dx

X2
VX345
4 2
26 | J2x4 +x2 dx 27 | 1+er 1+ex

2 cos xdx senxdx _osenx+1 eXdx
dx 31 33| cosx.e™fM+ldx 34 | ————
J J3senx+5 32 COs?X J J /1— e

23| M 24 [ sen(5x)dx 25 f dx 28 | —£

XLx

29 { tg2xdx 30 | \/ﬁ

x2dx dx dx dx
35§ 1+x6 36 y (tgx + 1) cos2x 37 y 1+2X2 38 y 4+X2 39 y 16 — x2 40 y X2+5
(arcsenx)*dx X+3 arctgxdx etk X+3
41 | =] 42 [ Shedx43 [ =0 44 [ S dx 45 | mdx
Integrales por partes
1.f arcctgxdx 2 [ xcosxdx 3 [x?e*dx 4 | x2dx 5 | xsen(5x)dx 6 | xLxdx 7 | cos?xdx

Lx
X

8 J(x? —2x+4)e~*dx 9 JeXcosxdx 10 | —==-dx 11 | sen(Lx)dx 12 J(Lx)?dx 13. | x?3*dx
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Integrales inmediatas o por partes

| Sen;_‘/_)dx 2 [ cos®(5x)sen(5x)dx 3 [ arcsenxdx 4 | arcs?r;(\/?)dx 5 [ x2senxdx

6| %{‘X/Z) 7 [x%e*dx 8 [x3Lxdx 9 | /4_ 10 €9 11 78 15 ] cos(Lx)ax
13( e*tg(e*)dx 14 f \/g_\/_ dx 15 [ e*senxdx 16 [ e* cos(e*)dx 17[ 25eNX+ 2COSX

18 | coszi’g;(+ [y 10 e 20 [ 5501 30X 211 Tx+3dx 22 |- o dx 23 IXL(x+ 1)
24 | 1e2X dx 25 | %dx 26 | %dx 27 | % 28 | e2‘sen3xdx 29 [(x2 + x%)e*dx
30 @231 4x)dx 31 [ 5 dx 32| i‘idxxg 33 1Sf(i;)2(x dx 34 [ 9K L 35J(e* —x)dx

Integrales racionales

x3+1
R ] e et = 1)(x+1)2

dx4§ X2 +X+3 dx5§ 2x? —3x+2dx

—3x—2 —1)3
R e L X(x 69),(2&?2;29 o

Integrales por sustitucion , trigopnométricas y otras
1] xf)\(/i 2| \/_dx3 ) \/_dx 4 [ x.(x—1)%dx 5. \/ﬂ 6/ \/_ci:(\/_
7 Jcos2(3x)dx 8 Jcos®xdx 9 | ‘/—\/_‘/_ dx 10 | \/_ \/_ —Y=—dx11 | ﬁdx
12 [ €= 0013 | “dﬁ 14. T x.(x + 1)2dx
15 | X016 ﬂcods’;(f) 17 [ % 18 1+?§dfefx 10 | €1
20 f 51166)(—+4dx 21 f cosx 22 f %dx 23 f de

X
24 Encontrar una primitiva de y= exe+ 7 due pase por el punto (0,2)

25 Hallar una funcion F(x) que verifique : X°F’(X)+x3+2x=0

26 Halla la ecuacion de una funcion que pasa por los puntos P(0,3) y Q(-1,4), sabiendo que su derivada
segunda es y’’= 6x-2

27 Si dos funciones diferentes tienen idénticas derivadas ¢en cuantos puntos se pueden cortar sus

graficas?
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SOLUCIONES EJERCICIOS INTEGRAL INDEFINIDA

Integrales inmediatas
4 2
1. f(x3 +3X— 2)dx:XT+3X7—2x+c;
2.f 2= [ 1% + 2+ Hydx = £ [(x+ 2+ F)dx = 25 + 2x+ L) +c;

f‘/ £x+6 dx = (55 + % + S )dx = [(x 52 + X2 + 6.x3)dx== Xg + X5 +6%5 +C=
1 3
_ s _=4c
3/ X ot

2
y(x+1) fx +2x+1dx =1 f(x+2+x)dx—5(z +2X+L|x|)+c¢

cosX 2C0SX COS X _
5. f ctgxdx = f senx OX = Llsenx| +C; 6.§ 1 +sen2x 2| 17 (senx)2dx = 2arctg(senx) + ¢
jﬂﬁidx LILx+ 1)]Pdx = [LX”] +c
\/_ + \/_ X1/2 X2/3 . _ 3/10 7115 i 18y
8. jT - j(m *xen )dx JO 4 x ¥y dx = Jg + A 4o =F G + 2 +C

tg°®x
9.] tg?xsec’xdx = gT +c; 10. | sen®x. cosx.dx = —Seg Xic

11| sen3xdx = | senx.sen®x.dx = | senx.(1 - cos?x)dx = | senx.dx — | senx. cos?xdx = —cosx + CO; Xic

L
12f LXax = L, C'13 | e3os2sen2xdx = —4 | 352(~3sen(2x).2)dx = —¢e3%5% 4 C

2
1 _1 _1
14. | 5 gdx =3 2X+3 dx= 2L]2x+3|+¢ X
15. | e2*idx = 5 [ 2.e>*1dx = 3€2! +.c; 16[———j 2de_—i2 +c
2
17. dex=jx—1/2dx_m+c 2 /X +c18. | senx.cosx.dx = seg * +c o bien=C3>*
19.jxexzdx——j2xexzdx 34+
x345)1/2 2/(x®+5
oj dx=§j3x2(x3+5)1’2dx_3(1,52) +C= (3 )+c
2 1)32 [(x2+1)3
21.jx,/x2+1dx j2x(x2+1)1’2dx_1(x ;/2) +C= ( 3 ) +C

22 xcos(x? + 1)dx = 3 | 2xcos(x? + 1)dx = $sen(x2 + 1) +c
23] —=— COS( X) iy = sen(Lx) +¢;  24.[ sen(5x)dx = £ | 5sen/(5x)dx = — cos(5x) + ¢
25. j x = = | 1/de— LILx|+c
2 3/2
26.0 J2x*+x% dx= | [x2@x7+ 1) dx = [ xJ2x?+ 1 dx = § [ 4x(2x2 + 1)¥2dx = 1% +Cc=
(22 +1)°

:T +C )
21.J 1 erX dx=arctg(e)+c 28. 7 i Srdx=L|L+e+c
29| tgzxdx @ +tg2x - 1)dx f(@ +tg2)dx - J dx = tgx —x+¢

30. —dx =7 | ——==—dx= jarcsen(x) + ¢
V1 [1- (x2)2 2
‘gt g - 2 GEXEE)
j Bsenx+5 dx=73 j3cosx(3senx+5) dx = 7 3eNX+5 +¢
senx _ (cosx)™t 1
32 coszx X = — | —senx(cos x)?dx = — c=tgsx +C
335 COS X. e—2$enx+1dx =1 j —2 COS X. e—ZSenX+1dX e—25enx+1 +c
34l ﬁdx arcse”(ex)” 35.] =1 e 1+(x3)2 X = Farctg(x®) + ¢
- 1 _ ([ _sec3x
36. j (tgx + ]_) COS2X — j tgx + 1 cos2x dx = j tgx + 1 dx = thgX + 1| +C
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dx dx 1 J2 dx 1
37 = = = tg(v/2 X)+C
Ve =V 7 j1+(/§x)2 7 ez
dx/4 _1, E
38.“ 4+X2 j dXZ/4_ % j 1+(d )/24_ 4+ j 1 ( )2 —1/2&I’Ctg(X/2)+C
39.f =& - X8 _ [ = _arcsen(x/4) + ¢
= N R O
dx/5 d /5 5
405X2+5 jx_zx :%jﬁl:% 55—2:TarCtg(X/\/—+C
s +1 (75)%+ (L) 1
75
2] (arcsenx)®dx  (arcsenx)?
Ji=xz 3
42 X3 = [ X922 g0 = [(1- -2 ydk=x—2Lx + 5]+
2
43, j arctgx dx — (arctgx)

44j—dx_ je”x( )dx— —e¥ 4 ¢

2 23 33(x? + 6x)2
dx =3 f(2x+6)(x? +6x)‘1’3:%m+c:%+c

45 j _X+3 w1 2X+6 o

_2
Ix2+6x IX2 + 6%

Integrales por partes

1.[ arcctgxdx=xarcctgx — | 72;dx = xarcctgx + 3 | 725dx = xarcctgx + 3L|1 +x2[+ ¢
u=arcctgx; du=-—dx
dv=dx; v=x
2. | xcosxdx = x.senx— | senxdx = xsenx +cosx + ¢
u=x; du=dx
cosxdx=dv; v=senx
3.J x2exdx =x%e*- | 2xe*dx=x%e*-(2xe*- | 2e*dx) = x2%e* — (2xe* — 26¥) + ¢ = x2e* — 2xe* + 2e* +C
u=x% du=2xdx|u=2x; du=2dx
dv=e*dx: v=e* |dv— e*dx; v=e*
4.J x2dx=—x%5 + [ Hrdx=—xiy - G +¢
u=x; du=dx
dv=2dx; v={ 2*dx = — [ 2dx=—%;
5. [ xsen(5x)dx = —£x cos(5x) + + 1 | 5cos(5x)dx = —2x CoS(5X) + = Sen(5x) + ¢
u=x; du=dx
dv=sen(5x)dx ; v= sen(5x)dx = % | 5sen(5x)dx = —% cos(5x)
6) xixdx=XLx— [ Ldx=%1x—1 [ xdx=X1x—1% +¢c
u=Lx; du=1/xdx
dv=xdx; v=x%/2
7.§ cos2xdx = senx. cosx + | sen?xdx = senx cos x + (1 — cos?x)dx = senx cos X +x — | cos?xdx =
u=cosx; du=-senxdx | pasando esa integral para el primer miembro quedaria

dv=cosxdx; v=senx | 2 | cos?xdx = senxcosx +x = | cos?xdx = MESXH( +C

8.J(x2 — 2x + 4)e*dx=-(x2-2x+4)e™+ [ (2x — 2)e*dx=-(x2-2x+4)e™- (2x-2)e™*-— | —2e*dX] =
u=(x?-2x+4); du=(2x-2)dx |u=(2x-2); du=2dx  |=-(x*-2x+4)e™-(2x-2)e™*-2e™*+c=
dv=e*dx; v=-* |dv=e>dx; v=-e™ | =(-x*-4)e*+C
9.f e cosxdx =exsenx-j e*senxdx = e*senx — (—e* cosx + f e* cos xdx) = e*senx +e* cosx —| e cosxdx =
=e*; du=e*dx |u=e*; du=e*dx |pasando la integral al otro miembro
dv=cosxdx; v=senx |dv=senxdx; v=-cosx |f e*cosxdx = w +C

1+x2
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10. j LX X gy=2 X Ix— [ 2 /% Ldx =2 /X Lx -2 [ 5dx =2 /X Lx—2 | x Ydx =2 /X Lx— 2% +C =
u= Lx, du=1/xdx =2 /X Lx-4/X +c
dVZ%dx = x2dx;v = %2 =2 /X

11.Jsen(Lx)dx =xsen(Lx)--{ cos(Lx)dx=xsen(Lx)-[xcos(Lx)+/ sen(Lx)dx] = xsen(Lx) — x cos(Lx) -J sen(Lx)dx
u=sen(Lx); du=x cos(Lx)dx| u=cos(Lx); du=—xsen(Lx)| pasando al primer miembro la integr
dv=dx; v=x | dv=dx; v=x | j sen(Lx)dx = xsen(Lx) —xcos(Lx)

2

12 . J(L)2dx=x(Lx)? - 2 | Lxdx=x(LX)2-2[XLX-§ dx] = x(Lx)? - 2xLx + 2x+¢

u=(Lx)? du=2Lx.+dx|u=Lx; du=+dx

dv=dx; v=x |dv=dx; v=x

_ 3 X gy = X23 3% X 23x _ 2x3* | 2.3

13 [ d=X3- - & [ xarax =15 - B - & [ 350 =453 '(LX3)2 + e
u=x% du= 2xdx |u=x; du=dx

— A% yj— 3% —x. yj— 3%
dv3v|_3 |dv=3"; v=73
Integrales inmediatas o por partes

4
1. —=— sen(f) =2 f sen(f) = —2c0s( /X ) +¢; 2. cos3(5x)sen(5x)dx = % 4(5X)
2 12

3.§arcsenx dx=x.arcsenx-§ m dx =x.arcsenx+ 4 | —2x(1 —x2)~Y2dx =x.arcsenx+ %%+C=
u=arcsenx; du= dx | =x.arcsenx+,1-x? +c

1
J1-x2

dv=dx; v=x |

4 jarcsen(f )

G dx—Zﬂ arcsen( /X ) + | (1 -x)"Y2dx =

dx =2 /X arcsen( /X ) - |

u=arcsen( /X ); dU-J— 2\/— | =2 /X arcsen( /X ) + 1/)(2)1/2 +c=
dV—— v= j—dx—zj 2% dx=2/% | =2 /X arcsen( /X )+2/1-x +c

5.§ x%senxdx = —x Cos X+ 2 f X cos XdX = —X? COS X + 2(XSenX — f senxdx) = —x* COS X + 2XSenX + 2 COSX +C
x?=u; du=2xdx | u=x; du=dx
senxdx=dv; v=-cosx | cosxdx=dv; v=senx

6. j‘ 4dx —4 j SECZ(X/Z)dX =8 j %SECZ(X/Z)dXz 8tg(X/2)+C

c0s2(x/2)
7. | x3exdx = x3%e* - 3 | x2e*dx = x3e* — 3(x2e* - 2 | xe*dx) = x3%e* — 3x2e* + 6(xe* — | eXdx) =
x3=u; 3x%dx=du |x*=u; 2xdx=du [x=u; dx=du | =x%*-3x%*+6xe*-6e*+C
e*dx=dv; v=e* |e*dx=dv; v=e* |e*dx=dv; v=e*|
8. j 3 X 1.3 x4lx 1 x*
x3Lxdx = 2==2 jx dx = 2 —a14"C

Lx=u: du= 1/xdx
xdx=dv; v=x*/4

9.f g = ) 12 4y =arcsen(x/2)+c
e
10-§ eitll dx = f Xt 1 dx=e f X+ 1 dx=eLle* + 1|+c
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cos(Lx)dx = x. cos(Lx) + f sen(Lx)dx = x cos(Lx) + xsen(Lx) — f cos(Lx)dx =

cos(Lx)dx=u;du=-sen(Lx).+ dx|sen(Lx)=u; du=cos(Lx)+dx] 2 | cos(Lx)dx =x cos(Lx) +xsen(Lx) =

|dx=dv; v=x

| = | cos(Lxydx =

f ff';’éiéx —arctg(cos x)+c
12. §
dx=dv;v=x
13.f extg(ex)dx - %g(xe))dx =—L|cos(e”)|

J_Zj

L1+ tg2(y%))dx = 2tg( /X )+

X cos(Lx) + xsen(Lx) +
2

15. fe senxdx = —* cosx+fe cos xdx = —e* cosx + e*senx — | e*senxdx = 2 f e*senxdx = —e* cosx + eXsenx =

e*=u; e*dx=du |le*=u; e*dx=du

| je senxdx = —eX cosx2+e senx

+C

sendx=dv; v=-cosx | cosxdx=dv; v=senx |

16. | eXcos(eX)dx = sen(e) +¢; 17. [ 23X+ 2COSX gy _ 5 |

COS X + Senx
mdx = 2L|senx —cosX| +C

18j Coszz()’g—))((Jr 1)dx_ 5 j55e02(5x+1)dx tg(5x+1) +C
19. %ejﬁ)c(cf% dx = Ljsenx+ x| +c; 20.f 253dx = 3/25 _3 f 1/5 A5~ Sarcig(u)+e
G 1+(3)
32 2/(7x+3)3
21. j ./7x+ 3dx=% j7(7x+3)1/2dx 1 (7X;:/:23’) fc= ( 5T ) +c
tg2x
22. f C0S2X dx—jtgx sec xdx—T+c
23
X2L(x+1 X2L(x+1 X+1)(x-1)+1 X2L(X +1
I Dyae= ( - jx+1 (2 L34 )>f+1 g (z ) 1 fx-1ydx—3 | T
X2L(x+1 2 Fmmmmmmm -
(2 )_XT+% Lix+1|+c ! 2 1 |
----------------------------------------- : 2 x-1 :
) | X=X !
u=L(x+1); du=+ dx 7l l X ,
! x+1 :
1
! 1

xdx=dv; v=x 2/2 |

24j “dx = f(1- o~ e2X & yix = | edx—

1

eXdx=—+ [ —2e2dx+ [ —e*dx=—Le2texi¢
2

e2X
Lx _ Lx 1 _ 2Lx 1

25 Fdx= 22+2jx3dx——2X2—m re==E 2T 4
u=Lx; du=1/x dx

:i = x=3dx" —_X__z__L

dlj/ 2X3fx_x d)tv; 5 =92 "

26.j(x)x+ dx:j())(() dx + jldx_(;() +Lx +c

) rdx ) 1 ) 1/ = 7arcsen(x/7)+c
e T 3 1-(%)
7

28. [ eZ*sen(3x)dx = —m +2 [ eXcos(3x)dx = — e C%S(SX) + %( ezxse; 3 _ % ) ezxsen(Sx)dx] N
= eZ*sen(3x)dx = — e* C%S(SX) + 2e2xsgn(3x) —% | eZsen(3x)dx =
” ” _ % cos(3x) . 2e2sen(3x)
1—93 | e2sen(3x)dx = = C%S(SX) + 2 sgn(Sx) = | eZ*sen(3x)dx = 3 T30 9
u=e%; u=2e* |=e?: du=2e*
dv=sen(3x)dx; v:—%(sx |ldv=cos(3x)dx; v= senS(SX
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29. {2 +x3)edx = (X2 + x3)e* — [(2x+3x2)e*dx = (x? +x3)e* — [(2x+ 3x2)e* — [ (2 + 6x)e*dx] =
=(x? +x3)e* — (2x + 3x2)e* + (2 + 6x)e* - 6 f eXdx = (X% +x3)e* — (2x+ 3x?)e* + (2 + 6x)e* — 6e>*+C

partes: 1:u=(x*+x%); du=(2x+3x?)dx |2:u=(2x+3x?)dx; du=(2+6x)dx|3: u=(2+6x); du=6dx
dv=e*dx; v=¢* | dv=e*dx; v=e* |  dv=exdx; v=¢*

30. [ e2**3(1 — axydx = — | 2" *+3(4x - 1)dx = —e2¢ 43 1¢

3L X;(J:Z’gdx: dx—3 | 149 4x=

(7) +1

dx - Sj

X _1
jx2+49 x2+49 jx2+49

/7 d

(7) a2

= Larctg(x*) +c

=L +49 -3 | LLIx2 + 49| - Sarctg(u7)+c

_1
32j 1+x8 j1 (x4)?

sec?x
33. 1 g2 X = arctg(ig) +c=x+c

34 xL = L|Lx|+c
35[(e* —x&)dx = X —

1 -, .
é(++1 +c Nota: e=constante; x° es una funcion potencia)

Integrales racionales
1.f m Es una integral racional con grado del denominador mayor que el del

numerador. Buscamos por Ruffini las raices del denominador x3*-7x+6=0={x=1,x=2,x=-3}
Descomponemos la fraccion:

1 A B C  AX-2)(x+3)+BXx-1)x+3)+C(x-1)(x-2)
X3 _Tx16 x-1"x-2"%x+3°~ X3 —7Xx+6

para x=1 queda 1=-4A=A=-1/4; para x=2 1=5B =B=1/5; para x=-3 1=20C=C=1/20

j 1M’dx+§ 15 dx+j 1/20dx_—‘11L|x—1|+%L|x—2|+2—10L|x+3|+c

jx3—7x+6 X+3

2.f XZXTJ;l%dx Se trata de una integral racional con el grado del numerador mayor que el del

denominador. Tenemos que comenzar dividiendo esos polinomios, obteniéndose de cociente

. 1 (x2—5x+6)(x+5)+(19x 29)
(x+5) y de resto(19x-29). ASI pues | %d x=| 56

=[x+ S)dx+ | 22 ax =% +5x+j 2=2dx. Esta Gltima mtegral es racional con mayor

grado en el denominador, buscamos Ias ralces de este: X?-5x+6=0= {x=2,x=3} Y
- _ A B(x—2
descomponemos la fraccion 1929 _ A, B (X 3 +BX-2) pando valores se
) X2 —-5x+6 - Xx—3 —-5X+6
obtiene: para x=3 28 B; para x=2 9= A:>A_—9 Asi

19"5)(%?6 = | 2 dx+ [ 7282ax =-9L|x-2[+28 LIx-3+c . Y la integral inicial queda
e 9L|x 2|+28 L|x-3J+C .

3. m Se trata de una integral racional con grado mayor en el denominador. Las

raices de este son x=1, raiz simple y x= -1, raiz doble. Por tanto

1 A B C A(X+ 1)2 +BXX-1)(x+1)+C(x-1)
X—D(x+1)2 ~ x—1 Tx+s1 T x+1)2 ~ X—1)(x+1)2 dando valores
para x=1 4A=1; A=1/4; para x=-1 20 1; c=-1/2; para x=0 A-B-C=1=

B=-1+A-C=-1+1/4+1/2=-1/4; - 1)(X+1)2: VA gy, [ =V gy, I & L2y -

x—1 X+1 +1)2
1 (x+1)71

-1

=3 -1 - Lux+1|- +C
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X2+x+3 o . 1 -1 B 1
4.j 3y o dx= X_de+j (X+1)2dx_L|x—2|+(x+1) +C

La integral es racional con grado mayor grado en el denominador. Hallamos por Ruffini las
raices de x3-3x-2=0 obteniendo x=2 raiz simple y x=-1 raiz doble. Descomponemos la

fraccion: X°*+x+3 __A_ B C A(X+1)? +B(x - 2)(x+ 1) + C(x— 2)
"x3-3x—-2  x-2

x+1 T (x+1)2 = (X—2)(x+1)2
para x=2 9A=9; A=1; para x=-1 -3C=3; C=-1; para x=0 3= A-2B-2C luego B=0

2 . R . ;.
5.[ &X_=3X+2 4, |ntegral racional con grado mayor en el denominador. Este tiene una Gnica

(x-1)3
raiz x=1 que es raiz triple. Por tanto la descomposicion quedaria:
2x2-3x+2 __ A B C_ Ax-1)?+B(x-1)+C
®-17F ~“X-D T2t x-1)7 - x_1)3 dando valores

prax=1 1=C; para x=0 2=A-B+C; para x=-1 7=4A-2B+C. Resolviendo ese sistema:

2 _
C=1; B=1; A=2, luego j ZX(X _31)();2 :j (XE ) dx+j & _11)2 dx+j & _11)3 dx =

—1)32
=2 Jx-1-(x- 1) + 1 e

3 2 . .
6.] X=X+ 2% =2 dx Comenzamos dividiendo el numerador entre el denominador ya que son
del mismo grado.Obtenemos como cociente 1 y como resto x?+1

Co32ibx—1 . (=3 +Bx-D+x*+1 x2+1 _ x2+1

§x3—9,x2+5x—2_dx_j X3 —4x2 +5x—2 dx_jdx+jx3—4x2+5x—2dx_?(f jx3—,4x2+5x—2dx
Esta integral tiene ya menor el grado del numerador. Buscamos por ruffini las raices del
denominador que son:x=1 raiz dole y x=2 raiz simple. Descomponemos la fraccion

x2+1 __A B C__ AX=1(x=2)+B(x-2)+C(x~1)?
X3_Ax2+5x—2 ~x-1t x—12tx-27~ (x—1)2(x—2)
Dando valores A=-4, B=-2, C=5

f #ﬁsx_zdx: [ x| (Xj)dej -2 dx= -AL|x-1[+2(x-1) +5L[x-2|+C y la integral

. 2.0 x3—=3x2 -1 -
de partida sera: | X=X =2 gy = - 4L |x-1]+2(x-1) "+5L[x-2|+C

X3 —6x2+7x+9 : . .
7. x=3)20cs 22 X Integral racional con mayor grado en el denominador. Este tiene por

raices x=3, raiz doble y x=-2 también raiz doble. Procedemos a descomponer la fraccion:

x3—6x2+7x+9 A B C D Ax=3)(x+2)? +B(x +2)? + C(x + 2)(x — 3)* + D(x— 3)*
(X=3)2(x+2)2 ~ (x-3) T (x=3)2 T x+2) T (x+2)2 = (X—3)2(x+2)2
Dando valores obtenemos: A=-16/125; B=3/25; C=141/125; D=-37/25. Por tanto
3_ 2 _ _
j X 6X°+7X+9 dx :j (1)(61132)5 dx+f (x3£235)2 dx+f 141/125 dx+f 37/25 dx =

(x=3)2(x+2)2 ; (x+12) (x+2)2
_ X—3)" 7 (X+2)~
——%L|x—3|+%—( _1) +12i51L|x+2|—§—5( _1) +C
Integrales por sustitucion, trigonométricas y otras
dx 2tdt dt
1.f s = t2+t=2j g = 2Lt+ 1+ c=2L| /X +1]+c
(x=t? dx=2tdt; t /X )
2 3 [(x—1)3
Z.jﬁdhj%.2tdt=2j(t2+1)dtzz(% +t)+c:2(%+./x—l)+c

(x-1=t? dx=2tdt; t=/x—1)
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2, eX_1 3
3. ) == [ " 2 [t 25+ rem 2t T ) ke
(t—JceX— f=er-1; e = 2+ 1; eXdx=2tdt; dx=25t = 29 )
4. By = [(t+ 1tPdt = [t + 120 t32 t31 _ (x=1)* L x= H¥
[ x(x=1)%dx = f(t+1)t0dt = [(t3L +t )t_32 STC=" % 31 +C

(x-1=t; x=t+1; dx=dt)

x3dx x2xdx ¢ (t2—Ddt
5.f =] J

Vx2+1 N t
(t ./x +1 ; tP=x3+1; x2=t2-1; 2xdx=2tdt; xdx=tdt)

= [tz 1)dt— D tec=

[(x2+1)3
( 3 ) - Jyx2+1 +c

5 3 t+1)(t2-t+1)-1
6. [ % =T @ =6 fipet=00 =6 | TP @ -t ot | oo -
6/y3
(x=t%; dx=6t>dt; t= ¢x) | :6(%—% ‘/g_—‘/g_+ex—L|\e/7|+c
|
(*) (dividiendo el numerador entre el denominador y escribiendodividendo=divisorxcociente+
+resto)
7 | cos?(3x)dx = | %dx -5 %(2&() +¢ Hemos utilizado la formula del coseno del

angulo mitad. También podria haberse hecho por partes de forma similar al ejercicio 7 de
integrales por partes

8 cosSxdx = | cosx. cosxdx = [(1—sen?x)?cosxdx = [(1—t?)2dt = [(1 -2t +t*)dt =t— &~ + L +¢

3 5
(senx=t; cosxdx=dt) |zsenx-% - S

5 4 5 4/,5
9.f M - de+§ £dX: [ x¥5v2g 4 [ x4vady = [ x¥10dx + [ x%dx =

+C

11/10 714
:fmo*éﬁ“ ERE +4/_+°

dx = | tg tg 6tdt =6 | — integral es racional, las raices del

IX
10.
Ve t-
(x=t% dx=6tdt; t=¢x)  |denominador son t—O y t=1, su coeficiente principal es -1
|Realizamos la descomposicion de la fraccion

1 A B A(l-1t)+Bt

Para t=0 obtenemos B=1; para t=1 obtenemos A=1

t—t2 -t (1—t)_ t—t2
luego: | = t2dt—j =dt+ | - t)olt—j +dt— j g d=Llt-Li1-t+c
Asi pues la integral de partida dara 6(L|t|— L|1 - t|)+c 6(L|\/_|—L|1—\e/7|+c
11. X dx=2 [ —=X— =1/2arcsen(x?) + ¢
j \/— 2 j \/7
e* — 3 t — 3t dt 1-3t _ =31+ +4
125 1+eX dx = 1+t j 1+t Trgdt=0) _j 1+t dt_j 3dt+j 1+tdt_

(" t,ede:dt;dx:{§-= Gty | =-3t+4L|L+}+0=-3e +4L|L+e+C
(*) dividiendo numerador entre denominador y poniendo dividendo = divisor.cociente + +
resto.

2tdt ¢ 2A+H-2 2dt _ _ _
13 j1+W<*> 1+t_j ot dt_jzdt—j1+t_2t—2L|1+t|+c_2,/x+ 2L[1+ Jx+1|+c

(x=t>-1; dx=2tdt; x+1=t% t=./x+1) (*) haciendo la division de los polinomios
2 2 x+1)%Z  (x+1)%
14. | x(x+1)®dx = [(t— )t2dt = [t - t0)dt = t2—2 - t2_1 +C= ( 22) _( 21) +c
(x+1)=t; dx=dt; x=t-1
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d 1/9xd 2x/3
15-5 le(_:(g =j (xz )X X :%% j #dx=1/6arctg(x2/3)+c

16 ﬁ 2| %/_ sec?( /X )dx = 2tg(/X )+ ¢

17.f ex+e <= titllt/t = t2d+t1 —arctg(t)+c=arctg(ex)+c

(e=t; e*=1/t; eXdx=dlt; dx_ﬂ _ _)

3dx _ —2dt/t _ _ =X\ _ =X
18. | 172/ =3[ 355 =6/ t+2t2 = (%) =—6(Llt| - L|t+1/2| +c = —6(L(J/eX )—L|J/e* +1/2|+¢

(e™*=t?; -e*dx=2tdt; dx=-2tdt/t>=-2dt/t)
(*)La integral es racional. Las raices del denominador son t=0y t=-1/2. El coeficiente
principal es 2. Por tanto la descomposicion de la fraccion seria:

1 A B At+1/2)+B.2t _ —
e Tr (t+ 172) = IO dando valores obtenemos A=2, B=-1
Por tantoj o th dx—j cdt+ [ (t+1/2) ———dt=L|t|— Ljt+1/2| + ¢

19.f €L ax= ﬂﬁ— t(tt+11)dt (Integral racional)

516X+4X _ 5t2+t£_i 5t% + t _L 5t+1 . 1
20j 16741 = r1 tLa t(t2+1)dt ! =y (g + hp ot =
(5 j t2+1dt+§ t2+13tt)_ (2L|t2+1|+arctgt)=L4(2L|16X+1|+arctg4 )+¢C
X— X — _ At
(4 =, 4 Ladcedt; dx= L=l

le cosx c052x f 1= sen2x f 1itt2 (integral racional)
(senx—t cosxdx=dt; dx=dt/cosx)

t 3 (t+3)(t2-3t+9) - 27
22;\3/__‘_3 :jt+33t2dt:3jmdt:(*) :3j t+3

:?»(t3 —3t2 +9t-27L[t+3)) +c=x—9/2 IxZ +27yX —81L| ¥X +3|+C
(¥x =t; x=t3; dx=3t?) (*) dividiendo el numerador entre el denominador

IX —4. /X +X X]J3_4X1/2+X ~ 5/6 X3/2
23.f x dx= | 172 x=[(x16 — 4+ x¥2)dx = X< 55 ~ X+ 35

=65 \/_ AX + = 2 J_ +C

24, j Tox=Lle*+ 1| +c=F(x) . Como F(x) pasa por el punto (0,2)

=2= L|e°+1|+c 2=L2+c=>c=2- |_2 = F(X)= L|ex+1|+2 L2

25. X°F'(X)+Xx3+2x=0=F"(x)= _X X SFx)=f X 2X dx = — | x2dx -2 | x“4dx = —
F(X)=% + % +C

26. y'=6x-2= y’:§(6x— 2)dx =3x% - 2x+Cc = y:§(3x2 —2x+0)dx = x3 —x% +cx+d. Como la funcién

f(x) pasa por (0,3) y(-1,4), se verifica que:{ 8=d =d=3;c=-3

t=3(J(t2 - 3t+9)dt - 27jt+3)—

+C=

-3
1 —2—3+C:>

4=-1-1-c+d
Es decir, la funcién buscada es f(x)=x*-x?-3x+3
27. F(X)=G'(X)=F(x)=G(x)+c. Si c=0 ambas funciones son iguales y se cortan en todos sus
puntos. Si c+0 la grafica de F(x) resulta al trasladar la de G(x) verticalmente ¢ unidades hacia
arriba o hacia abajo segln c sea positivo 0 negativo y por tanto no se cortan.
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