IES RAFAEL PUGA RAMON INTEGRAL DEFINIDA

EL PROBLEMA DEL AREA. INTEGRAL DEFINIDA

Introduccion:

En los siglos XVI y XVII el desarrollo que experimentaron la navegacion, astronomia,
tenologia y mecénica, precisaban del estudio de problemas matematicos nuevos, como, por
ejemplo, aprender a calcular la velocidad el espacio recorridos por un mavil. Por otra parte,
desde la antiguedad se intentaba resolver sin éxito dos problemas matematicos: el célculo de la
recta tangente a una curva en un punto y la determinacion del é&rea de regiones planas
limitadas por fronteras curvas.

El problema de la velocidad y el de la recta tangente vienen a ser del mismo tipo y su
determinacion da origen al calculo diferencial. Los problemas del calculo del espacio recorrido
por un movil y del calculo de areas son asimismo paralelos y dan lugar al célculo integral.

Podemos considerar que el origen del calculo integral se remonta a mas de veinte siglos atras,
cuando la escuela griega de geometria intentd determinar el area de regiones planas limitadas
por fronteras curvas. Para resolver este problema idearon el método de exhaucion debido
probablemente a Eudoxio pero desarrollado fundamentalmente por Arquimides. Dicho método
consiste en inscribir y circunscribir poligonos en la region cuya area se quiere calcular, el area
de estos nos dara aproximaciones por defecto y por exceso del area buscada. Al aumentar el
namero de lados los poligonos se acercaran cada vez mas a la region de partida y por tanto,
podemos conseguir una aproximacion tan exacta como queramos del area buscada sin mas que
aumentar suficientemente el nimero de lados de los poligonos.

Con este método Arquimides hallé formulas para las areas del circulo, segmento de parabola y
otras regiones. Sin embargo, no fue posible extender el método a otro tipo de regiones mas
complejas al no poseer técnicas algebraicas que permitiesen simplificar los célculos.

El nacimiento del concepto de limite, y de otras técnicas matematicas, permitio la
generalizacion del método de exhaucion y dio lugar al concepto de integral definida de una
funcion. Esta nos permitira hallar el area limitada por la gréfica de dicha funcion y el eje OX .

El célculo del area bajo una curva no es s6lamente un problema de interés geométrico sino que

incumbe a muchas otras areas de la ciencia. Hay que tener en cuenta que las funciones y sus

graficas surgen de modo natural al intentar comprender fendmenos fisicos, economicos,

sociales, etc., por tanto es légico que el célculo del &rea limitada por esas gréficas tenga

interés para la comprension mas completa de los fendmenos descritos. Asi por ejemplo:

-El drea comprendida bajo una curva velocidad nos da el espacio recorrido por el mévil

-El area bajo la curva beneficios de una empresa a lo largo de un afio nos proporciona .las
ganancias acumuladas.

-El é&rea bajo la curva potencia empleada en cada instante en un local nos proporciona la
energia consumida.

-El area bajo la curva que marca el caudal de agua vertida por un grifo en un recipiente nos da
el volumen acumulado en dicho recipiente.

-El érea limitada por la gréfica de una fuerza en funcion del espacio representa el trabajo
realizado por dicha fuerza

Trataremos de introducir el concepto de integral definida de una funcién continua, para ello
definiremos primero la integral definida de una funcion escalonada, y como toda funcion
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continua puede aproximarse mediante funciones escalonadas, se definira la integral definida de
una funcién continua como un limite de integrales de funciones escalonadas.

Particion de un intervalo:

Sea [a,b] un intervalo cerrado, llamaremos particién de dicho intervalo a un conjunto de
puntos P={ Xo , X1 ,.....,Xn-1 ,%n } tal quE: a=Xe<X1<Xo<.......... <Kn1<Xr=b

La particion P determina los subintervalos [a,X:],[X1,Xz],......,[Xs-1,0] cuya union es [a,b]
Diremos que una particion P' es més fina que P si P' < P, es decir si todo subintervalo de P'
esta contenido en un subintervalo de P

Funcién escalonada:

Sea P una particién del intervalo [a,b], una funcién f: [a,b]-———— —R se llama escalonada si
toma valores constante en cada subintervalo [x;.1,Xi ] que determina la particién, es decir :

ki sia<x<Xi

Ko SiX1 <X<X2

Kn SiXp1<x<b

Integral definida de una funcion escalonada:
Dada la funcion escalonada definida en el apartado anterior, llamaremos integral definida de f

b
en el intervalo [a,b] y la denotaremos por ; f(x)dx al nimero real :

b
; f(x)dx :kl(xl-a)+k2(x2-x1)+....+kn(b-xn.1):i_§1 Ki(Xi —Xi-1); entendiendo x,=a y X,=b
En el caso de que la funcion sea enteramente positiva como por ejemplo la siguiente:

 J

El area de cada uno de los rectangulos rayados es base x altura y por lo tanto el area del
primer rectangulo sera e;(x;-a); el del segundo ex(X>-X;) y asi sucesivamente, en consecuencia
el area del recinto rayado ( es decir del recinto Iti]mitado por la funcién, el eje OX y las rectas
verticales x=a y x=b) sera: é Ki(Xi — Xi-1)= ; f(x)dx es decir la integral coincide con el
area rayada.
No ocurre lo mismo si la funcién tuviese alguna imagen negativa, pues en este caso el area
total sera la suma de las areas de los distintos rectangulos (todos ellos con areas positivas),
mientras que la integral es el sumatorio de la longitud del intervalo (siempre positiva) por la
imagen de los puntos de dicho intervalo (que seria negativa para algunos de ellos); es decir en
la integral se restan a las areas de los rectangulos de imagen positiva las de aquellos cuyas
imagenes son negativas.
) -1 si0<x<1
Ejercicio: Calcular [f(x)dx siendo f(x)=y 2 sil<x<3/2 Calcular también el area
" 32 si3l2<x<2
limitada por la funcidn, el eje OXy las rectas x=0 y x=2
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Integral definida de una funcién continua:
Sea y=f(x) una funcién continua en [a,b] y designemos por m y M su minimo y maximo
absolutos respectivamente (sabemos que los alcanza por el teorema de Weierstrass).

Sea P={ X0, X1 ,.....,Xn1 ,X» } UNa particion cualquiera del intervalo [a,b] .LLamemos

AX1 =(X1-Xo), AXa=(X2-X1).... Y en general Axi=(Xi-Xi1). La funcion es continua en cada uno de
los subintervalos [xi1 , Xi ] que define dicha particion, por tanto tambien alcanzara en cada uno
de ellos su maximo y su minimo absolutos; designemos a dichos valores por m; y por M;
respectivamente.

Definimos entonces dos funciones escalonadas:
M; sia<x<Xi m; sia<x<X;
M, SiXi <X<X» My SiXy <X<Xz
En(X)= y elX)=

M, SiXnp1<X<b My SiXp1<X<b

b b
Es evidente que | en(x)dx = 2 midx; < 3 MiAx = ] Ea(90lx
\ 2 2

b _
LLamando a zien(x)dx =S, (suma inferior) y a ; En(x)dx =S, (suma superior), se verifica que:
m(b—a) < S, <Sh <M(b-a)
Geométricamente, si f(x) es enteramente positiva, esto tiene un significado muy claro

m(b-a) es el area del rectangulo inscrito, S, es el area de la figura escalonada inscrita, Shesel

area de la figura escalonada circunscrita y M(b-a) es el area del rectangulo circunscrito.
También en este caso, es evidente que el area limitada por la funcion y=f(x), el eje OX y las
rectas verticales x=a y x=b, estd comprendida entre la suma inferior y la suma superior.

Asimismo, tambien es claro que si tomamos una particion més fina que la anterior, pongamos
que con m partes se verificara que S, < Sy, < Sm <SS, es decir las sumas inferiores creceran y
las inferiores decreceran acercandose cada vez méas unas a otras

Si tomamos sucesivas particiones, cada una mas fina que la anterior, de forma que el nimero
de partes n tienda a infinito, la longitud de los subintervalos Ax; tenderd a cero y por lo tanto el
maximo y el minimo en cada subintervalo tenderan a coincidir, es decirlim(M; —m;) = 0;
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> MiAX; — % miAxi) =
i=1 b
Iim(Z(Mi —m-)Ax) 0.0=0. Por lo tanto |im iEn(X)dX = lim zglen(x)dx a este nimero le

N—o0
llamaremos mtegral entre ay b de la funcién f
jf(x)dx_ lim 2 MiAxi = lim 2 MiAX;

(Podemos garantlzar que ambos limites eX|sten por ser la sucesion de sumas inferiores una
sucesién monotona creciente acotada superiormente por M(b-a) y la de sumas superiores una
sucesién mondtona decreciente acotada inferiormrnte por m(b-a). Por lo tanto queda
garantizada la existencia de la integral definida en un intervalo [a,b] para una funcion continua)

en consecuencia Ilm(j En(x)dx — | en(x)de: m(

o

NOTA:

Como ya habiamos visto, en el caso de que la funcion sea enteramente positiva en el intervalo
[a,b], el area limitada entre la funcidn, el eje OX y las rectas x=a y x=b se encuentra, para
cualquier particidn, entre las sumas inferior y superior (areas de las figuras escalonadas
inscritas y circunscritas) y dado que estas sumas tienen el mismo limite, dicho nimero (es decir
la integral) ha de coincidir con el &rea encerrada por la funcién.

En el caso de que la funcion tome valores enteramente negativos en [a,b] la integral coincide
con el area en valor absoluto pero no en signo

Por ultimo, si la funcion toma en [a,b] valores positivos y negativos la integral sera la resta de
las areas de los recintos de la funcién cuya grafica esta situada por encima del eje OX menos
las de los recintos situados por debajo de dicho eje, con lo que la integral no coincide con el
area.

EJEMPLO:
El &rea limitada por f(x), el eje OX y las rectas x=a y x=b vendré dada por la suma de las areas
b

de los recintos A,B y C; mientras que ; f(x)dx

sera la suma de las areas de Ay C menos el area ‘ y=f (x)
de B | :

NOTA: Como hemos visto toda funcion
continua en un intervalo cerrado es integrable en
dicho intervalo, sin embargo entre las
discontinuas hay funciones integrables y no
integrables.

NOTA:

Al introducir el concepto de integral definida hemos supuesto que el limite inferior de
integracion era menor que el limite superior, a<b, para los casos en que no ocurra esto
definimos:

aEf(x)dx = —Zf(x)dx ; por ejemplo if(x)dx = —E f(x)dx

a
Para el caso de que los dos limites coincidan se define ; f(x)dx = 0 Desde el punto de vista

geomeétrico esto es l6gico ya que se trataria de hallar el area de un trapecio curvilineo de base
cero
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Resumen:

Dada una funcién continua en un intervalo [a,b] y una particién de dicho intervalo, podemos

construir dos funciones escalonadas una inscrita y otra circunscrita e,(X) y En(x), tomando

como imagenes para cada subintervalo su minimo y maximo respectivamente, y se verifica
b b

que Zien(x)dx < ; En(x)dx .

Ademas estas dos integrales estan tanto mas proximas entre si cuanto mas fina sea la particion,
de tal forma que el limite de ambas, cuando el nimero de términos de la particion tiende a

b
infinito, es el mismo. Definimos | f(x)dx como ese limite Gnico
a

En el caso de que la funcion sea enteramente positiva ese limite coincide con el area limitada
por la funcion, el eje OX y las rectas x=a y x=b

Propiedades de la integral definida:

1. Ekf(x)dx = kif(x)dx
2. E(f(x) +g(x))dx = Ef(x)dx + E g(x)dx
3.Sifygsontales que Vx e [a,b] f(x)<g(xX)=> aEf(x)dx < aEg(x)dx

b c b
4.; f(x)dx = zif(x)dx + £ f(x)dx Vvce[a,b]
No las vamos a demostrar aunque pensando en su significado geométrico son todas ellas

evidentes.
TEOREMA DEL VALOR MEDIO DEL CALCULO INTEGRAL

Dada una funcién continua en un intervalo cerrado [a,b], existe un punto ce[a,b] tal que:
b
zif(x)dx =f(c)(b-a)

Interpretacién geométrica:

b
Sea f una funcion enteramente positiva en [a,b], en este caso ; f(x)dx es el area limitada por la

funcion, el eje OX y las rectas x=a y x=b; por otra parte f(c)(b-a) correspondera al area de un
rectangulo de base el intervalo [a,b] y altura f(c). EIl teorema garantiza la existencia de un
punto del intervalo [a,b] para el que las areas de estos dos recintos coinciden.
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CALCULO DE LA INTEGRAL DEFINIDA

El célculo de la integral definida como limite de sucesivos sumatorios presenta grandes
dificultades incluso en el caso de que f sea una funcién muy simple. Vamos a estudiar a
continuacién un método mas coémodo para dicho calculo.

En primer lugar veamos como la integral puede considerarse como una funcién del limite
superior de integracion; en efecto, dada una funcion f continua, definida en el intervalo [a,b],
X

sabemos que Vx € [a,b] 3 ; f(t)dt , es decir a cada valor x del intervalo [a,b] podemos

X
asociarle el nimero real | f(t)dt , podemos entonces definir una nueva funcion
a

Geométricamente, si f es positiva en [a,b] el valor S(x)
representa, para cada valor de x, el area del recinto
aAXX, que evidentemente varia en funcion de x

TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO a X
INTEGRAL

X
Sea f(x) una funcién continua en un intervalo cerrado [a,b] y sea S(x)= ; f(t)dt entonces se

verifica que la funcién S(x) es derivable en [a,b] y que S'(X)=f(x) Vx €[a,b]; es decir la funcién
S(X) es una primitiva de f(x)

Ejemplo

Dada la funcion f(x)= %ntdt para x>1, calcular f'() y f "(r)
1

Por el teorema anterior f' (x)= 3§ luego ' (x) = % =0;

ncosk—sent  —=w -1

fr (x)=2COSX=SEMX v yor tanto £ () = ZLCOSTE—SENT _ =7 _ —1

XZ
REGLA DE BARROW

Si f(x) es una funcién continua en [a,b] y F es una primitiva cualquiera de f(x), se verifica que

Ef(x)dx =F(b)-F(a)
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Calculo y aplicaciones de la integral definida

1. Ejemplos de célculo de integral definida

2
Ejemplo 1. Calcula f(x3—x2+1)dx:[x74—)‘?3+x]1 =E-2i-E-iin=2
1

2n
Ejemplo 2. Calcula | senxdx Calcula también el area limitada por la funcion y=senx y las
0

rectas x=0 y Xx=27 basandote en la grafica de la funcién y en la interpretacion geométrica de la

integral definida.
2n
g senxdx = [—cosx]5" = —cos 27 — (—c0s0) =—1—(-1) =0

La gréfica de la funcion y=senx en el intervalo [0,27] es la siguiente:

Como puede verse la funcion es positiva en el
inY intervalo [0,7] y negativa en [, 2x], siendo ademas
iguales las areas limitadas por la funcion y el eje

OX en ambos intervalos.

0 2 n 32 2n Cuando hacemos las funciones escalonadas cuyo
limite da lugar a la integral definida, a los

rectangulos positivos (correspondientes al primer

intervalo) se le restan los negativos
(correspondientes al segundo intervalo) y al ser ambos iguales es evidente que la integral debe
dar cero.

Si queremos hallar el &rea debemos integrar entre 0 y z y multiplicar dicha area por 2.
g senxdx = [-cosx]g = —cosz —(—cos0) = 1 — (=1)=2. Por tanto el area en el intervalo [0,27]

valdra 4 unidades de area.

1 (1+X2)1/2 ]1 _
2 1/2 -

1 1 1
i xdx 212y — L 2\-112 4y —
Ejemplo 3 Calcularg Tt _gx(l +x2)Hedx = 3 £2x(1 +X?) dx_[

=[VTex2] =2 -1

2
Ejemplo 4 Calcular fz X + 1|dx

0

—X-1six<-1

1 si xoo1 Por las propiedades de la integral definida se verifica que

La funcién y:|x|:{

2 -1 2 -1 2

fz X+ 1|dx = jz X + 1|dx + fl X +1|dx = fz(—x—l)dx+ fl(x+1)dx =
x2 -1 X2 2

(-5 x|, +[5+x] =3+3=5

-2
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2. Aplicaciones del teorema del valor medio

Ejemplo 1. Encontrar el valor c que satisfaga el teorema del valor medio para la siguiente
2
integral fz(x3+1)dx
2
Se trata de encontrar ce[-2,2] t.q jz(x3+1)dx: y4

f(c)(2-(-2))=4f(c)
jz(x3+1)dx:[x7f + x]: =(4+2)—(4-2)=4; por

otra parte 4f(c) =4(c®+1). Igualando tenemos:
4=4(c*+1)=>c*+1=1=c=0

Ejemplo 2 . Dada la funcién y=x?, encontrar la altura que ha de tener el rectangulo cuya base
es el intrvalo [0,2] para que su area sea la misma que la limitada por la funcion, el eje OX 'y
las rectas x=0 y x=2 .

Dado que la funcién y=x? es positiva en el intervalo !
[0,2], de la interpretacién geométrica del teorema

del valor medio se sigue que lo que nos piden es

|
T
(]

hallar la imagen del punto c de dicho intervalo que

Loj 4=

verifica el teorema. Esto es el punto c que verifica:

2
g x2dx = f(c)(2 — 0); Hemos de calcular f(c) x

»

[}
_l
(] L
%
ol

Deax=| % | f(c)=f
gx dx = 3 0:3 =2.f(c)=>1(c)=8/6=4/3
Si nos hubiesen pedido que calculasemos ¢ deberiamos tener en cuenta que f(c)=c?

y por tanto, = 3 =c’=>c=1% /7 = +— Como el punto debe pertenecer al intervalo

P . . 2J3
[0,2] no podemos tomar la raiz negativa, en consecuencia C:T‘F
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3. Aplicaciones del teorema fundamental

Ejemplo 1 Sea F la funcion definida para x=0 por F(x)= f ) Ldt a)¢Es F derivable? Justifica

la respuesta b)Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de F

2
A) Por el teorema fundamental del calculo sabemos que F’(x)= XX =1 E| dominio de esta

+1
funcion serd R-{-1} y dado que la funcion y=F(x) esta definida Unicamente para x>0 su

derivada existe en todo el dominio de dicha funcion. Es decir F es derivable en su dominio.
1

B) F’ (x)— miramos en donde esa derivada es mayor y menor que cero, teniendo en

cuenta que el dominio de F es [0,00). X>-1=0= x=1 (no cogemos la solucién x=-1 por no

pertenecer al dominio). | s | -

0 1

Damos ahora valores a la derivada obteniendo:

Por tanto, (0,1) F es decreciente y (1,00) F es creciente

X
Ejemplo 2 En el intervalo [0,4] se define F(x):g V16 —t? dt ;cuanto vale F’(2)?
Por el teorema fundamental F’(x)=,16 — x2 , por tanto F’(2)=,12

X
Ejemplo 3 Considera la funcion y:g(t2 —1)e*dt definida Vx € R. Calcular F’(x) y hallar sus
extremos relativos.

Por el teorema fundamental F*(x)=(x>1)e~". Para calcular sus extremos resolvemos F’(x)=0 y
evaluamos en los puntos obtenidos el signo de F*’.

x=1
x=-1
F’’(1)=2e>0, por tanto x=1 es un minimo de y=F(x)

F**(-1)=-2e?<0, por tanto x=-1 es un maximo de y=F(x)

Fx)=(x*-1)e*=>x>-1=0= { CF(Q)=2xe ™ +(x? - 1)e ™ (-2x)

JX
Ejemplo 4 Dada la funcion F(x)= g t3dt hallar F*(x)

g h JX
Esta funcion es la composicion de dos funciones x JX - (f) t3dt
Por lo tanto, aplicando la regla de la cadena F’(x)=h’(g(x)).g"(x)=(/X ). = \/_ %

(Para hacer la derivada de h utilizamos el teorema fundamental pero aplicamos a g(x)=,/X)
Ejemplo 5 Dada la funcion F(x):{ Jtdt hallar F’(x)

Por la misma razén que en el ejemplo anterior F’(x)=./x? 2x 2x?

Ejemplo 6. Calcula F’(x) en los siguientes casos: a) F(x)= j L(t)dt; b)F(x) = j #dt;
Ji+t
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c) F(x):j —Lodt; d) F(x)= j L(1+12)dt

a) F’(x)=L(e").e*=x.e*; b)F’ (x)— .2X; C)F’ (x)—1+thX(1+tg X)=1

d Para poder aplicar el teorema Fundamental el limite inferior de integracion tiene que ser una
constante. Ahora bien, de las propiedades de la integral definida se sigue que:

X 0 X ~ /X X
I L@+thdt= | LA+t)dt+ ] LA+tDdt=— | L(L+t)dt+ [ L(L+t2)dty dado que

la derivada de la suma es Ia suma de las derivadas obtenemos que

L(1 +X)
F(X)=—L(1+ (- /X )?).—= \/_ +L(1+(yx)? )2\/_ X

Ejemplo 7. Dada la funcién F(x)= g sen?tdt estudia su crecimiento y decrecimiento en el

intervalo [0,27] utilzando el th fundamental.
F’(x)=sen?x >0 para todo x de ese intervalo por ser una funcion elevada al cuadrado, en
consecuencia f es creciente en todo su dominio, en particular en el intervalo [0,27]

Ejemplo 8. Sin resolver la integral estudia los extremos relativos de la funcion
X
F(x)= { (Lt—2)dt.

F’(x)=Lx-2. Para calcular los extremos igualamos a cero la derivada,
Lx-2=0= Lx = 2 = x = 2. Evaluamos ahora el signo de la derivada segunda en ese punto

F”(x):%; F’’(€%)>0 Por lo tanto F posee un minimo relativo en x=g¢?
Ejercicios 1-10, 32,33,35-38

4. Calculo de areas de recintos planos
Area limitada por una funcion y el eje OX
Como hemos visto en la definicion de la integral definida, si la funcion es positiva en un

intervalo [a,b] se verifica que el area limitada por la funcion, el eje OX vy las rectas x=a y x=b

b b
es: A= ; f(x)dx. Si la funcion fuese enteramente negativa en dicho intervalo A:‘g1 f(x)dx|. Por

ultimo, si la funcion tuviese partes positivas y negativas en dicho intervalo tendriamos que
hallar los puntos de corte con el eje OX, hallar las areas de cada uno de los recintos en los que

la funcidn es positiva y negativa por separado y sumarlos.
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Ejemplo 1. a)Calcular el area limitada por la funcién y=x3-3x?-x+3, el eje OX y las rectas x=2

y x=4 b) Calcular el area limitada por la funcion del apartado anterior y el eje OX

a) Calculamos los puntos de corte de la funcién y el eje OX:
Xx=1
x3-3x%-x+3=0= 1 x=-1 Por lo tanto en el intervalo [2,4] en el que nos piden el area la
x=3
funcion corta al eje OX en x=3, pudiendo por lo tanto cambiar de signo en ese punto. En
consecuencia, hallamos la integral en [2,3] y en [3,4], hacemos su valor absoluto y sumamos
3 3
(¢ —3x2 —x+ 3)dx = (-] = (8 -27-5+9)-(4-8-2+6)=—3
4
J0¢ -3 —x+ 3k =[5 - & - % +3x], = (64-64-8+12)— (% -27-3+9)= 2

El 4rea pedida es la suma en valor absoluto de las dos integrales A=2 + 2 = 21,2

Veamos ahora de forma gréfica lo que hemos hecho.
La gréfica de la funcion es la reprsentada en

15

la figura adjunta y el area pedida es la de los
dos recintos marcados. Como vemos la

funcion es negativa en el intervalo [2,3], poe

ello la integral en ese intervalo nos ha dado

negativa. El area de ese recinto es 9/4

En el intervalo [3,4] la funcidn es positiva y
la integral coincide con el area=25/4

El &rea pedida es la suma del area de los dos recintos.

B) Nos piden ahora el area limitada por la funcion y el eje OX. Como vemos en el dibujo la
funcion y el eje OX determinan dos recintos de area finita.
Los puntos de corte de la funcion y el eje

iz OX, hechos en el apartado anterior son:
s x=-1, x=1y x=3. El 4rea es la suma, en valor
AT T, absoluto, de la integral en el intervalo [-1,1]
A 1l % yenelintervalo [1,3]
-10
-15
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1 4 2
_jl(x3—3x2—x+3)dx:[XT—3TXa—X7+3x]i (1143 -(tr1-1-3)=2_4

3 4 2
{(x3—3x2—x+3)dx:["7—%‘3—)‘7+3x]z =B -27-3+9)-(G-1-3+3)=-2 =4

Area=4+4=812

Ejemplo 2. Calcular el area limitada por la Funcion y=LXx, el eje OX y la recta x=3
Buscamos el punto de corte de la funcién y el eje OX: Lx=0=>x =1 . En ese intervalo la

funcion logaritmo es positiva y por lo tanto el area coincide con la integral

3
A:{Lxdx:[xLx —xI3=3.L3-3-(L1-1)=3L3-2u? 1
JLxdx = XLx — [ x.%dx = XxLx — J dx =XLx —x+ C z Ig,fﬁ
u=Lx; du=%dx o i
dv=dx; v=x L . >
-3 /
|
Ejercicios: 11-14, 23, 24, 30, 34 r

Areas limitadas por dos funciones

Podemos extender, de forma sencilla, el estudio del célculo de areas a regiones comprendidas
entre dos funciones.

Supongamos que queremos hallar el area limitada por las funciones de la figura, y=f(x) e
y=g(X), que se cortan en x=a 'y x=b. Del dibujo se deduce claramente que el area buscada es la
resta de las areas de los recintos Ry y R.. Es decir: A=[2(x) — [2 g(x)dx = [2(f(x) — g(x))dXx.

y=f(x)

y=g(x)

/ a R'] b \_ a RZ b

Puede demostrarse, aunque no lo haremos, que ocurriria lo mismo si fy g no fueran
enteramente positivas siempre que f(x) sea mayor que g(x) en todo el intervalo.
Nota: no es necesario conocer cual de las dos funciones es la mayor pues si hubiesemos

restado al revés la integral coincidiria con el area en valor absoluto aunque no en el signo. Lo
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Unico que debemos garantizar es que una de ellas es mayor que la otra en todo el intervalo, es

decir que no se cortan.
En resumen, si fy g son funciones continuas en [a, by se verifica que no se cortan en

dicho intervalo entonces el area de la region limitada por las graficas de fy g, y las rectas

verticalesx =ay x=b,es: A= [2(f(x)— g(x))dx|.

Supongamos ahora que queremos hallar el
area limitada entre las funciones de la figura
que se cortan en x=a, x=b y x=c

En este caso, dado que la funcion f es mayor

que g en el intervalo [a,c] y g es mayor que f

en [c,b], para hallar el area tendriamos que
calcular la de los dos recintos y sumarlas. Es
decir A=I{(f(x) — g(x))dx|* + o (F(x) — g(x))dx]
Nota: El estudio del grafico del nos ayuda a entender el problema, por lo que siempre que

sean funciones conocidas o si tenemos dudas debemos dibujarlas antes de resolver.

Ejemplo 3. Calcular el area limitada por las funciones y=x? e y=x

En primer lugar calculamos los puntos de corte de las

Xx=0
x=1

y=x2
funciones xX*=x= x2 -x=0> {

1
s —xydx=[%5-%] =1 -1 =—1porlotanto

A=1/6u?
Como puede verse en la figura en ese intervalo es

y=X o w2 .
mayor la funcion y=x que y=x?, por ello la integral nos

ha dado negativa

Ejemplo 4. Calcular el area limitada por las funciones y=x?, y=8-x

Calculamos los puntos de corte x>=8-x?= 2x? =8 = X = 2

1,2 ~8)dx = [ &7 —8x]" =—% = A=%y2
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Ejemplo 5. Calcular el area limitada por la funcion y=Lx, el eje OX, el eje OY y la recta y=L3
En este caso tenemos 3 funciones: y=Lx, eje OX es decir y=0 e y=L3 y una recta vertical x=0.

Para entender el problema dibujamos el recinto.

y=log(x)  Como se ve en el dibujo el &rea

y=L3 : buscada esta limitada por 3
R., R | ) s
N ! funciones. Vamos a dividir en
1 1
' dos recintos, de tal forma que
1 3 X e
cada uno esté limitado

Unicamente por dos de ellas.

Hacemos la interseccion de esas tres funciones tomadas de dos en dos

{yy:_LOX =>Lx=0=x=1, {;/i::g =>Lx=L3=>x=3; {yy:_l_os =L3=0nose

cortan

En consecuencia, el primer recinto esta limitado por la funcion y=L3, el eje OXy las rectas
x=0y x=1, su area serd A,;=[; L3dx = [L3.x]; = L3

El segundo recinto esta limitado por las funciones y=L3, y=Lx y las rectas x=1 y x=3 y su area
serd As=[3(L3 - Lx)dx = [L3x— (XLx —x)]3 =3L3-3L3+3—(L3+1)=2-13

El area buscada es la suma del area de los dos recintos A=A;+A,=2-L3+L3=2u?
Ejemplo 6. Calcular el &rea limitada por las funciones y=x?, y=(x-2)?y el eje OX

y=x2 De nuevo tenemos un recinto limitado
y=(x-2) . -
por tres funciones, hacemos la grafica e

Intersecamos las funciones dos a dos

_y2 —(x _ D)2 2
{);_X :x:O;{y_(X 2) :x:z;{y_y(xfz)z S>x2=x2—4x+4=>x=1
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Por tanto podemos dividir en dos recintos: El primero limitado por y=x?, el eje OXy las rectas
x=0y x=1, y el segundo limitado por y=(x-2)? el eje OX y las rectas x=1 y x=2.

1 3 12 B i
Ai=fgx2dx = [%3 ]o =1 A=Al (x-2)2dx = [% ]1 = 5 Por lo tanto el 4rea buscada sera:

A:A1+A2:2/3U2

Ejemplo 7. Calcular el area limitada por la funcién y=x3-2x?*+x y su recta tangente en el origen
de coordenadas

En primer lugar tenemos que hallar la recta tangente a la funcién y=x3-2x?+x en x=0:
y’'=3x%4x+1; m=f ‘(0)=1; x=0, y=f(0)=0 Luego la tangente sera y=x

Intersecamos ahora la tangente con la funcion para encontrar los limites de integracion

N B Y S -
{y_x 2 rx=0 :>x3—2X2+x:x:>x3—2X2=0:>X2(X—2):0:>{X :
y=x X=2

Queremos entonces calcular el area limitada por las funciones y=x3-2x?+x e y=x entre x=0y
X=2.

(500 — g00)dx = [5(x3 — 2x2)dx = xt_ 2072 _ _4 portanto A=4/3 U
4 3 1p 3

Ejemplo 8. Calcular el area limitada por la hipérbola xy=1y la cuerda a la misma que tiene

por extremos los puntos de abscisas x=1 y x=4

La hipérbola xy=1 es la funcion y=1/x. Y=+
Para hallar la cuerda que une los puntos de abscisas x=1y " \\-M -
x=4 primero calculamos esos puntos: f(1)=1; punto (1,1). \\\ e
f(4)=1/4; punto (4,1/4).

La ecuacion de la recta que une los puntos (1,1) y (4,1/4) serd y=mx+n, al sustituir por esos

Cuerda: y=-1/4x+5/4

I1=m+n m=-1/4
1/4=4m+n n=>5/4

puntos se obtiene el sistema {

Los puntos de corte de la hipérbola y la cuerda no tenemos que hallarlos pues ya los
conocemos: X=1 y x=4, esos seran por lo tanto los limites de integracion. También sabemos
que en ese intervalo la cuerda es mayor que la hipérbola pues conocemos la grafica.

4
A=[f(-2x+ 5 - Hydx=[-2% + Sx—Lx], = 15/8 - L4u?
Ejercicios:15-22, 25-29,31
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EJERCICIOS INTEGRAL DEFINIDA.

2X +a si x<0
1. Seaf(x)=1 ax+bsi0O<x<1 Calcularay b para que f sea continua y hallar, para dichos
X2 +2six>1

2
valores de a 'y b, gf(x)dx

X+ 1 six<2

1 2
. 2 _
X2+ X+1six>2 b) _§1 [X|dx; C)_f1 [x% — x|dx

3
2. a)Calcular gf(x)dx siendo f(x):{
3. Calcular F’(x) en los siguientes casos: a) F(x):z L(t? +4)dt; b)F(x) g sentdt; c)F(x)_g etdt
enx

d)F(X)= J Ltdt ) F(x):j; sentdt : f) F(x)=

4 4 senx
1

gt - - : _
é <dt; g) F(x)—)f( 1o sen? tdt, h) Ii(x)— g (1+t)dt
4. Halla g(0) y g’(0) sabiendo que gg(t)dt =x3+senx+e*-1

5.Sabemos que g f(t)dt = x2(1+x) calcula f(2)
6. Sin resolver la integral calcula los extremos relativos de las siguientes funciones:
a) F(x)= g (t? = 1)dt; b) F(x)= { cost dt (En el intervalo [0,27))

7. Si una funcion f es positiva para todos los valores de su variable, cualquier funcion
primitiva de ella es creciente en todo su dominio ¢por qué?

8.Sabemos que y=f(x) es continua y no corta al eje OX. Si y=F(X) es una de sus primitivas,
podrias decir algo acerca de los extremos relativos de F(x).

9. a)Enuncia el teorema del valor medio del calculo integral, explicando su interpretacion
geométrica. b)Dada la funcién f(x)=x?, encuentra un punto del intervalo [0,2] tal que el
area del rectangulo de base 2 y altura f(c) sea igual al area limitada por la funcion, el eje OX
y las rectas x=0 y x=2.

10. Sea F una funcién definida en [0,0) tal que F(x):g L(2 +t)dt explica razonadamente si son

1

verdaderas o falsas las siguientes afirmaciones: a) F(0)=L2; b) F’(x):m

creciente en todo su dominio.

:C) Fes

11. Calcula el area limitada por la funcion y=(x-1)*(x+1), el eje OX y las rectas x=-3 y x=2

12. Calcula el area limitada por la funcion y=x(x-1)(x-2) y el eje OX

13. Calcula el area limitada por la funcién y=x*+x? -x-1 y el eje OX

14. Calcula el area limitada por la funcion y=Lx, el eje OXy la recta x=e

15. Halla el &rea limitada Por las parabolas y=x* -5 e y=-x*+5

16. Hallar el area limitada por la parabola y=x? y la recta y=1

17. Calcula el &rea limitada por la funcién y=x3-3x*+3x y la recta y=x

18. Calcular el area limitada por la funcién y=2x-x? y sus rectas tangentes en los puntos de
corte con el eje de abscisas

19.Dibuja el recinto limitado por la pardbola y*=x+1 y la recta paralela a y=x pasando por el
punto (1,0), calcula su area

20.Halla el area limitada por la hipérbola xy=6 y la recta x+y-7=0

21. Dibuja el recinto limitado por las funciones y=,/x/2 e y=|1-x|. Calcula su area

22.Halla el area limitado por las funciones yzx—lz, y=X e y=8X
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23.Halla el area limitada por la funcién y=x%", el eje OX vy las rectas x=0 y x=5
24.Calcula el area limitada por la funcién y:9+;42X2, el eje OXy las rectas verticales que

pasan por los puntos de inflexion de dicha curva.
25. Halla el area limitada por las parabolas y=x? e y*=x

J=X six<0
JX six>0
27. Calcular el area de la region de plano comprendida entre la curva y=1/x, su recta tangente

en x=1, el eje OX y la recta x=6

2
28. Halla el &rea limitada por la funcion y—X 1 su asintota oblicua y las rectas x=0 y x=1/2

29. Hallar el arealimitada por las funciones y=e*, y=e™y la recta x=1

30. Halla la ecuacién de una funcion polindmica de 2° grado que pasa por los puntos (0,1) y
(3,0), sabiendo que el coeficiente de x* es positivo y el &rea limitada por dicha curva, el eje
OXy larectas x=0 y x=3 es 4/3

31.Calcula el area limitada por la curva y=x?-2x-3 y por la cuerda a la misma que tiene sus
extremos en los puntos de abscisas x=0 y x=1

32. Sea f una funcidn positiva en el intervalo [1,6]. Si sabemos que el area limitada por
y=f(x), el eje OX y las rectas x=1 y x=5 es igual a 6. ;Cuanto valdra el area si trasladamos
la funcién 2 unidades positivas en sentido vertical?

33. Sea funa funC|on contlnua en el mtervalo [2,3] y F una primitiva de f tal que F(2)=1y F(3)=2.

j f(x)dx ; b)j(5f(x) 7)dx ; c)j(F(x))zf(x)dx
_2
34. Sea f la funcion definida por f(x)=x2 — 1 a) hallar una primitiva de f(x); b) Calcular k para que el
area del recinto limitado por esa funcion y el eje de absmsas enel mtervalo [2,K] sea L2

35. Dadas las funciones f(x)— | | y 9(x)= { ixzssl,);poo

26. Hallar el &rea comprendida entre la curva y= y la recta y=1

Calcula: a)2

calculaj x2(g o f)x)dx Nota:9°f denota

la composicién de dichas funmones
36. Dada la funcion f(x)=ax+bs+c, calcula a,b y ¢ sabiendo que y=2x+1 es la recta tangente a
1

la funcién en x=0'y que | f(x)dx =1
0
t2 +6

X
37. Calcula la ecuacion de la recta tangente a F(X) f 7 dt en x=0
0

38. Sea F(X)= f ( )

o 3 dt Calcula lim ——
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SOLUCIONES EJERCICIOS INTEGRAL DEFINIDA

XIirg12x+a:a
. e =a=bh
2X+ asl x<0 xllrgl ax+b=b Resolviendo el sistema
1. f(x)={ ax+bsi0<x<1 . o
2 42 si x>1 limax+b=a+b a=3/2; b=3/2
x>1- >a+b=3
Xllrlrlx2+2:3

2X + 3/2 si x<0 , L ,
f(X)=1 3/2x+3/2si0<x<1  [f(X)dx=](3/2x + 3/2)dx +[(x? + 2)dx
x2+2six>1 0 0 !

1 5 2 ,
@2+ 32)dx= 35+ 9], = G+ ) =5 [0+ 20x= §+2x] =G +4)-(G+2) =¥ =
2
Ji)dx=3+% =5
3 2 3
2. @) JFe)dx={(x + Ddx +{(x? +x-+ 1)dlx;
2 2 2
J(c+ 1ydx = L +x] =@2+2)=4;
3 3 2
0 x+ )= 5+ 5 +x] =0+ 5 +3) - (G +3+2)= %

:>:£(x+1)dx:4+5—§ =%
b)I><I={

1

fox= 51, b =4 Dax= %= 4
c)Vamos a desarrollar la formula de la funcién y=|x?-x|. Para ello debemos estudiar el signo
de x>-x. X%-x=0= x(x—1)=0= {x=0,x=1} Dando valores a*x en los intervalos a los que
estas raices dan lugar se obtiene:

X2 —x si x<0 + - +
Por tanto [x?-x|=1 —x2+xsi0<x<1 0 1

x2 —xsix>1

—X Si Xx<0 1 0 1 e
xsix>0 {f(x)dx—_fl—xdx +£de_ s+t7=1

2 0 1 2
Jf0dx= | (¢ = x)dx -+ [(=x + x)dx + ] (¢ = X)clx = T+ete=¢

ST WS C-US PNV S O ) LS WS S
_1__(3_2)_6!0(_)( +X0X=—F3+F [;=—3+2 =7

0 3 2
JoE—xdx= %5 - %]
2 X3 x2 12
Jo¢—xd= %5 -5 =G-2-G-2=3
3. Aplicando el teorema fundamental del calculo integral y la regla de la cadena se obtiene:
X
a) F(x)= g L(t% + 4)dt =F (x)=L(x2 +4)
b)F(x)ngent dt= F’(x)=sen(x?2).2x
C)F(X) g etdt = F'(x)=e" (1) =¥
sex
d)F(x)= g Lt dt = F’(X)=L(senx).cosx
5
e) F(x)= | sent dt. Para poder aplicar el teorema fundamental hemos de considerar la
JX

integral como una funcién de su limite superior de integracion. En este caso F(x) es funcién
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del limite inferior no del superlor por lo que el teorema no puede apllcarse directamente.
X) .3

Ahora bien, F(x)= j sent dt =— I sent dt y por tanto F’(x)=

4
F)F(x):g srdt Esta funcion es constante en todo su dominio puesto que al ser constantes

los limites superior e inferior la funcion no depende del valor de x. Por tanto F(x)=K
=F(x)=0

) FOO=] 5 gt = - | Tyt

1 +senzt

1

Trsenzgdt=F ()=~ 1+ sen2x

1+sen2t

senx

h) F(x)= g (1 +t)dt = F’(x)=(1+senx).cosx
4. Consideremos la funcién F(x):g g(t)dt = x3 +senx+e*—1 Por el teorema fundamental del

calculo integral sabemos que F’(x)=g(x). Por otra parte, dado que F(x)=x®+senx+e* -1,
F’(x)=3x%*+cosx+e*. Igualando ambas expresiones obtenemos que g(x)=3x?+cosx+e*. En
consecuencia: g’(x)=6x-senx+e*; g(0)=coso+e’=2, g’(0)=-sen0+e°=1

1.F (x) = f(x)
2.F'(x) = 2x + 3x?
6. (Tener en cuenta que la existencia de extremos relativos de F(x) se garantiza en aquellos

puntos en los que: F’(X)=0y F”’(x)+ 0)

X
a)F(x):g(t2 —1)dt; Por el teorema fundamental F’(X)=(x? —=1) =0 = {x=-1,x=1};

F’(X)=2X = {

5.F(x):z fHdt=x2(1+x) = (x> +x3) = { } = f(x) = 2x+3x* > f(2) = 16

F”(-1)=-2<0 = x = —1 maximo
F’(1)=2>0 = x=1 minimo
F’(7/2)=-1 maximo
F”(37/2)=1 minimo
7.1(x) es positiva en todo su domino, por ser F(x) una primitiva de f(x) se verifica que
F’(x)=f(x)>0vx € D =F es creciente en su dominio

b)F(x)= { cost dt =F’(x)=cosx=0 = {x =n/2,x = 37/2}; F”’(X)=-sen= {

8.Si f(x) no corta al eje OX y f(x) es continua necesariamente ha de ser enteramente positiva
0 enteramente negativa. Dado que F es una primitiva de f(x) se verifica que F’(x)=f(x).
Por tanto F’(x) sera siempre positiva ( lo que indica que F es creciente en su dominio) o
siempre negativa ( F decreciente en su dominio). En consecuencia, F no tiene extremos
relativos.

9. a)Enunciado e interpretacién geomeétrica del teorema en los apuntes tedricos.
b)Ya que f(x)=x* es positiva en el intervalo (0,2) se verlflca que el area limitada por la

funcion, el eje OX y las rectas x=0 y x=2 es igual a szdx T ]0 =+ . Por otra parte, el area

de un rectangulo de base 2 y altura f(c) seré: A—base altura=2.f(c)=2c?. Como ambas areas
han de ser iguales se verificara que § =2c2 ==+ /2 ycomo ce[0,2] > ¢c= E

10. F(x)= g L(2 +t)dt a) Falso ya que F(O):i L(2 + t)dt=0 por la definicion de integral definidada

. b) Falso ya que por el TH fundamental F’(x)=L(2+x). C) Verdadero: Para estudiar el
crecimiento de F(x) en su dominio observamos el signo de la derivada. En nuestro caso
F'(X)=L(2+x) ; L(2+X)=0= 2+x=1= x=-1, es decir la derivada no se anula en el dominio
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de F que nos dicen que es [0,x), dando un valor vemos que F’(x)>0 en todo el intervalo por
lo que F es creciente en su dominio.

11. Area limitada por la funcion y=(x-1)2(x+1), el eje OX y las rectas x=-3 y x=2
Primero hemos de ver los puntos de corte de la funcion y el eje OX; (x-1)3(x+1)=0=
= {x =-1,x= 1} Por tanto el area buscada sera:

-1

j f(x)x| +| | f(x)dx| + =248 -2 ya

ff(x)dx f(x—1)? (x +1)dx = f(x3 X% — X+ 1)dx r_x_ 2 S +x+C

Aplicando la regla de Barrow obtenemos: j f(x)dx—‘68 j f(x)dx=3 yj f(x)dx=13

12.Area limitada por la funcion y=x.(x-1)(x- 2) y el eje OX Tenemos que ver los puntos de
corte de la funcion con el eje OX. x.(x-1)(x-2)=0={x=0, x=1, x=2} Por tanto:

A=
[F(x)dx={ x(x — 1)(x — 2)dx = [(x® — 3x2 + 2x)dx = %~ — x3 + x2 +C, aplicando Barrow obtenemos:
1 2

‘g f(x)dx‘ =1 ‘{f(x)dx‘ =

4+z=5ua

13.Area limitada por la funcion y=x*+x?>-x-1y el eje OX.
Puntos de corte de la funcién con el eje OX: x*+x?-Xx-1=0=X3+x2-x-1=0{x=-1,x=1}.

1 3 2
A:\j1<x3+x2—x—1>dx s - =lG i - -0 -G e -3+l =[] = fua
14. Area limitada por y=Lx, el eje OX vy la recta x=e.
Buscamos los puntos de corte de y=Lx con el eje OX: /
Lx=0= x = 1. El &rea es la que figura en la zona rayada. M y=bx

€
A:{ Lxdx = xLx-x]; =1 u.a
La integral se hace por partes
fLxda=xLx— | x.%dx =xLx —X
Lx=u; du:%dx
dx=dv; v=x

X=e

15.En primer lugar tenemos que hallar la interseccion de
ambas curvas:
X?-5=-x>+5=2x2=10=>x=+,/5. Estos son los
limites de integracion.

+/5 +J/5
= | f)-ge))dx= | [(-x?+5)—(x>-5)]dx =
_‘/g _‘/g
s 2 x3 "'\/g 20 20
:_%(_2x +10)dx= 2% +10x] ;. =35 + 25 =
=4—39\/§u.a.

NOTA: Al haber dibujado la figura sabemos que en
ese intervalo la funcién mayor es y=-x?+5. Al restar la
mayor menos la menor no tenemos que poner valor absoluto. En caso de no conocer la
grafica, es decir de no conocer cual es la mayor funcién en el intervalo, el area seria igual al
valor absoluto de la resta de las dos funciones en cualquier orden.
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16. Hallams la interseccion de ambas funciones:
x?=1= x = +1 que constituyen los limites de integracion.
La mayor funcion en ese intervalo es y=1, por tanto

1 3
A= (1 -xPdx = x- 2] —(1-1/3)— (-1+1/3) = 4/3u.a.

17.Hallamos el punto de corte de las dos funciones:
X3-3x%+3X=X=> x3 - 3x2 + 2x = 0; x(x2 - 3x +2) =0 =
=>{Xx=0,x=1,x=2}
1 2
A= g[(x3 — 3x2 + 3x) — x]dx {[(x3 — 3x2 + 3x) — x]dx
f(x® = 3x% + 2x)dx = % — x3 + x2. Aplicando Barrow
1

g[(x3 —3x% 4+ 3x) - x]dx‘ =1/4

y=X

+

y=x3-3x2+3x

2

{[(x3 —3x2 +3x) - x]dx| =|-1/4|=1/4
Por tanto el area=2/4 u.a.

NOTA: Como se observa en la grafica la segunda integral da negativa porque en el
intervalo (1,2) la mayor funcién es y=x y hemos restado al revés.

18. Hallamos en primer lugar los puntos de corte de la funcion con el eje de abscisas:
2x-x*=0= {x = 0,x = 2}. Por tanto hemos de hallar las rectas tangentes a esafuncién en
ambos puntos.
y=2X-X% y'=2-2X
Recta tangente en x=0: y=f(0)=0; m=f ’(0)=2. Tangente: 2x=y
Recta tangente en x=2: y=f(2)=0; m=f *(2)=-2. Tangente: -2x=y+4

Dado que queremos calcular un &rea limitada
por tres funciones, conviene dibujar la gréfica.
A partir de ella observamos que es preciso
buscar el punto de corte de las dos tangentes
para dividir el area en dos regiones que estén
cada una de ellas limitadas Unicamente por dos
funciones.

-2XH4=2X= 4x =4 > x =1

En el intervalo (0,1) el area estca limitada por s RS
las funciones y=2x-x? e y=2x, siendo ésta la
mayor. El &rea de esta primera zona vendra
dada por:

1 1 .
A1=£(2x —(2x—x?))dx = gxzdx =% ]; =1,
En el intervalo (1,2) el &rea estca limitada por las funciones y=2x-x* e y=-2x+4, siendo ésta

la mayor. El area de la segunda zona vendra dada por:
1 2

A=l -2x+ 4= (2x—x)dx = [(? ~ 4x + d)dx = X _2x2+4x|

El 4area buscada sera A=A;+A,=2/3 u.a.

y=-2X\4 y=2X

2_1
1 3
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19. Recinto limitado por la parabola y*=x+1y la recta paralela a y=x que pasa por el punto
(1,0).
En primer lugar hallamos la ecuacion de dicha recta: Al ser paralela a y=x la recta tendra
por ecuacion y=x+D; sustituimos en dicha ecuacion las coordenadas del punto (1,0)
obteniendo: 0=1+D=D=-1. Asi pues la recta pedida es y=x-1
La parabola y*=x+1 no es fncién pues despejando y se obtiene y=+ ,/x+1 . Se trata pues de
dos funciones, ambas con dominio [-1,:0) y que se cortan en el punto (-1,0). Que
constituye el vértice de la parabola. Dibujamos el recinto pedido
El &rea que queremos calcular esta limitada por

3 funciones: y=/x+1,y=—J/x+1 ey=x-1. yex-1
Hallamos los puntos de corte de la rectay la
pardbola: + /x+1 =x-1=>x+1=(x-1)?=> YRR

>X+1=X>-2Xx+1=>%x2-3x=0= {x=0,x=3}
Por tanto, el area buscada esta limitada entre -1
y 0 por las funciones y= /x+1 ey=—J/x+1 y
entre 0 y 3 por las funciones y=/x+1 ey =x-1

A1=?(1/x+ —(—1/x+1))dx=?21/x+1dx:
) 2&+1)3/2 ° N
3/2

=4/3 y=-\/xH

-1

A
3
j(ﬂ/x+ _x—1ypdx= X5 2)3/2 —§+x] — 19/6

0

El &rea pedida serd por lo tanto A;+A,=4/3+19/6=9/2 u.a

20.Area limitada por la hipérbola xy=6 y la recta x+y-7=0. Despejando y en ambas funciones
se obtiene: y—— e y=7-X. Calculamos sus puntos de corte: 2 =7-Xx=

>6=7Xx-X*=>x2-7x+6=0= {x=1,x=6}. Area—‘j(x—(7 x))dx| =
=l6L6-42+3% —(-7+3)| =|6L6 - 2| u.a

—| lx-Tx+ £ ]| =

21. 1-x=0= x=1y dando valores 1-x es positivo en (-0, 1) y negativo en (1,0) . Por tanto

|1-x|:{ _111);552;(111 . La funcion y=/x/2 tiene por dominio [0,«) Yy su géfica es conocida.

Dibujamos el recinto:

Hallamos los puntos de corte:

Jx12 =|1-x|; elevando al cuadrado se obtiene \
X[2=1+x*-2x=>{x=1/2, x=2}

El &rea buscada esté limitada entre %2y 1 por

las funciones y=1-x e y=,/x/2 , siendo esta la .
mayor, y entre 1y 2 por las funciones y=-1+x e Y=\/wz2
y—\/T que es también la mayor

Al—I(JT (1 —x))dx = (%) 4(/7) _x+2] =

y=I1-x]

1/2
_£ 7 1 2
- 3 24
Az—,f(w/X/ — (-1+x))dx= 5 (/X2 )3+X__] _s_ 2
7

Por tanto el area buscada sera A_A1+A2_£ 145 134 04
(*) JVYxI2 dx = j( )1/2dx 2[2( )1/2dX 2(></32/)2 %(E)
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22. Area limitada por las funciones y=1/x?, y=x e y=8x. Dado que se trata de 3 funciones
dibujamos en primer lugar el recinto. Todas las funciones son conocidas.
Tenemos que hallar los puntos de corte:
A) Punto de corte de y=8x e y=x; 8x=x; x=0
B) punto de corte de y=8x y y=1/x? 8x== =
>8x3=1=x= \s/: =1
C) punto de corte de y=x e y=1/x* x==% =
=>x3=1=x=1
Observando la grafica vemos que podemos
dividir el &rea en dos regiones. La primera,
entre 0 y %, esta limitada por las funciones y=x
e y=8x siendo esta la mayor. La segunda, entre
Y%y 1, esta limitada por las funciones y=x e

y=1/x?, siendo esta la mayor.

12 12 72 12
A= g (8x —x)dx = g 7xdx = %]
A2:

1 2
L Gr=dx= 3 - B =-1-112+2+18=5; A=A+A=] + 2 =32u.a

_ 1
o ~— 8

23.Area limitada por la funcion y=x%*, Eje OX y las rectas x=0 y x=5
Las rectas x=0 y x=5 nos dan los limites de integracion, debemos comprobar si la funcién
corta al eje OX en algun punto entre esos dos limites: x’e*=0=x=0. Como no hay ningln
punto de corte entre los limites de integracion y sabemos ademas que la funcion es positiva

5
Azg x2eXdx = (x) = (x2—2x+2)eX]g=17e5-2 u.a
(*) la integral se hace por partes dos veces
[ x2e*dx =x%€* - 2 [xe*dx=x’e*-2(xe*-| e*dx)=x%e*-2(xe*-e")=e*(x*-2x+2)
u=x% du=2xdx| u=x; du=dx
e*dx=dv; v=e* |e*dx=dv; v=¢*
- .. 4
24. Area limitada por la funcion y= 9o

puntos de inflexion de dicha curva

el eje OXy las rectas verticales que pasan por los

Tenemos que hallar los puntos de inflexion de la curva. En un punto de inflexion y’’=0

1 2
hallamos por tanto las dos primeras derivadas: y’= © +126XX2)2 Y= (5 (+92X?)X3) =0=

S>X== /: . Estos son los puntos de inflexion y por tanto los limites de integracion.

Comprobamos que la funcién no corta al eje OX entre esos dos puntos: 9 +42X2 =0 no tiene
solucion, por lo tanto no hay puntos de corte. Ademas la funcion es enteramente positiva,
T 21, 3 ik
—_ *\— S - ) — _—
por lo que A= jF 9+2x2 dx=(*)= 5 farctg(~3 )]_m = 577 (arctg(~5-) - arctg(—3-))

= 1+ffﬁ)2 dx = 37’5 arctg(@)
3

©o|s

(*)j9+42X2 dx=4| 1/2x2 dXZ%f#dXZ
o 1+( 3 )
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25. Area limitada por las parabolas y=x? e y?>=x=y=+ /X
Como ambas gréaficas son conocidas dibujamos el recinto
Calculamos los puntos de corte:

y=x2
+ X2 x=x4=>x'—x=0;x(x*~1)=0= v
= {Xx=0,x=1}
A—} ) K32 %311, 41
_o(ﬂ_x)dxz3/_2_?0:§_€:§u-a eV

26. El area esta limitada por 3 funciones, dibujamos el recinto:

Hallamos los puntos de corte

X =1=x=1,/X=1=>-x=1=>x=-1
y=VK X = /X =x=0
El &rea puede dividirse en dos recintos. El
primero entre -1 y 0 limitado por las
funciones y=/—x e y=1, siendo esta la
I mayor. El segundo entre 0 y 1 limitado

por las funciones y=/x e y=1 que

y=1

., 0 _(_X)3/2 0
también es la mayor. A= jl(l = J=)dx = x-—35 =1-2/3=1/3
- -1
1 32 71
AZ:g(l - ﬂ )dX = X— ()C?IZ =1-2/3= 1/3, A:A1+A2:2/3 u.a.
0

27. Area limitada por la funcion y=1/x, su recta tangente en x=1, el eje OX y la recta x=6.
Hallamos la recta tg a la funcién y=1/x en x=1. y’=-1/x*, f(1)=1, m=f (1)=-1
Recta tangente: -1(x-1)=y-1; despejando y=-x+2
Se trata del &rea entre 3 funciones y una recta vertical. Dibujamos el recinto:
Hallamos los puntos de corte:
A) El Punto de corte de la funcion y=1/x y
su recta tangente es el punto de tangencia
x=1
B) Punto de corte de la recta y el eje OX:
y=-X+2y=0= x+2=0=>x=2
C)Punto de corte de y=1/x y el eje OX no
existe.
El &rea se divide en dos zonas. En la primera
comprendida entre 1y 2 esta limitada por las
funciones y=1/x e y=-x+2, siendo la mayor
y=1/x. La segunda zona entre 2 y 6 esta
limitada por la funcion y=1/x y el eje OX, sindo y=1/x positiva en este intervalo.

2 2
A=[(Ux = (-x+2))dx = Lx+% —x] = (L2+2-4) - (L1+12-2) = 12-1/2

y:.x+2

6
Azzéf 1xdx = Lx]5=L6-L2.
A=A +A,=L2-1/2+L6-L2=L6-1/2 u.a.

Pag:182



IES RAFAEL PUGA RAMON INTEGRAL DEFINIDA

28. Area limitada por la funcion yzxxle, su asintota oblicua y las rectas x=0 y x=1/2

Calculamos la AO: m=lim —X— =1 n:Iim(X—2 —x) im XXXy X g

X X2 — X T oo\ x—1 oo X—1 X0 X —

AO y=x+1.
Los limites de integracion son x=0 y x=1/2, tenemos que Ver si las dos funciones se cortan
en algin punto entre los dos limites de integracion.
Puntos de corte de las funciones yz% e y=x+1: XXT21:x+1; x2=x?-1 no tiene solucion,
por tanto no se cortan.
Como no sabemos si la funcion esta por encima o por debajo de la asintota tenemos que
poner valor absoluto A= 15()(%21 —(x+ 1))dx‘ — (%) = ]

0
| Lx=1[157| ==IL(1/2)-L1=|L(1/2)|=-L(L1/2) u.a

0

2 2
XX+ Lx—1]-% —x]

2 -z .
(*)Vamos a calcular | ﬁdx se trata de una funcion racional con grado del numerador

mayor que el del denominador. Tenemos que comenzar dividiendo los polinomios:

2 i 2 (x=1)(x+1)+1 1
X x-1 [ g ax=f 1 dx = J(x+ L4+ = )dx =

2 x+1
-X_+X )
X =X
=5 +X+Lx-1]+c
-X+1

29.Area limitada por las funciones y=¢*, y=e*y la recta x=1. Puesto que son funciones
conocidas hacemos el dibujo:

En la grafica se ve que esas funciones solo se
cortan en x=0. Los limites de integracion son
por lo tanto x=0 y x=1 siendo en ese intervalo
mayor la funcion y=¢*

A:i(e* —eX)dx= eX+e*]g=(e+e)-(1+1)=

=e+1/e-2 u.a.

30.y=ax*+bx+c Tenemos que buscar 3 ecuaciones para despejar los 3 coeficientes.
1° Pasa por el punto (0,1)= 1=a.0+b0+c=c=1
2° Pasa por el punto (3,0)=9a+3b+1=0

3

3° El &rea marcada es 4/3= g(axz +bx +1)dx = 4/3
3 3 2
g(ax2+bx+1)dx =a%k +b% +x]§ —9a+5b+3=4/3

9a+3b+1=0
9a+3b+3=7%

Resolvemos el sistema{ a=o,b=7
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3L

Hallamos en primer lugar la cuerda que pasa
por los puntos de abscisa x=0 y x=5
y=x?-2x-3, f(0)=-3, f(5)=12 Los puntos que
conocemos de la recta son A(0,-3) y B(5,12)
El vector de direcion de la recta es A_B>(5,15)
m=15/5=3; recta 3x=y+3; y=3x-3

Los limites de integracion son las abscisas de
los puntos de corte de la recta y la parabola,
es decir x=0 y x=5. En la gréafica observamos
que en ese intervalo es mayor la recta que la
parabola. Por tanto el area buscada sera:

5 5 3 )
A=(3x— 3 - (2 2= 3))dx = [ (7 + Bx)dx == 4" p5E o B 118 g

32 Trasladar la funcion 2 uniades positivas en sentido vertical es equivalente a decir que si la
funcion de partida era y=f(x) la nueva funcion es y=f(x)+2.
Nos dicen que f es positiva y que el area limitada por
y=f(x) el eje OX 'y Isas rectas x=1y x=5 es igual a 6.

y=f(x)+2 Esto significa que {f(x)dx =6.

Nos piden ?(f(x) +2)dx :E f(x)dx +E 20x =6+ 2x]; =

y=f(x) 1
/ =6+10-2=14 u.a

1 5

33.a) Teniendo en cuenta que F(x) es una primitiva de f(x) podemos aplicar la regla de

g fx)dx = F(3)-F(2)=2-1=1

Barrow: b) Por Ias propiedades de la integral definida

sabemos que se verifica: | j(sf(x) 7)dx =5 j f(x)dx — j 7dx=5-[7x]3=5-(7.3-7.2)=5-7=—

c)Por ser F(x) una primitiva de f(x), f(x)=F’(x) y por lo tannto se trata de una integral

(F(X))3
inmediata de una funcion potencial; 1(FO)00dx = [(FC0)*F " (x)dx= En
F 3
consecuencia g(F(X))zf(x)d {(( gx)) } :((ng)f EQF 8 1 1

34. a)! ﬁdx Se trata de integrar una funcion racional. Estudiamos las raices del

denominador: x2-1=0= X =*1, Descomponemos en fracciones simples:

2 A B AX-1)+B(Xx+1) ._ Six=1=2=2B=B=1
x2—1_x+1 X T=" xrDx-1) 2 AGD+Bx+) =

Six=-1=2=-2A= A=-1 |
jrrepx = ==trdx + [ 2 dx =L+ 1)+ Lk~ 1]+C
b)En eI intervalo [2,k] la funcic')n es positiva y, por lo tanto, el area coincide con la integral.
Exzz dx =[x+ 1]+ Lx— 1|15 = —L(k+ 1)+ L(k—=1) = (-L3 = L1) =—L(k + 1) + L(k— 1)+ L3 =

3(k—1)
- '—[ k+1 j Dado que nos dicen que esa area ha de valer L2, obtenemos la igualdad:
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3(k-1 _
L[ i+1)'j:|-2:>%:2:>3k73:2k+2:>k:5

35. Nos dicen que la funcion f(x) es positiva en el intervalo [1,5], esto implica que el area
limitada por la funcion, el eje OX y las rectas x=1 y x=5 coincide con la integral (lo mismo
ocurrird con g(x) ya que al ser f positiva g tamblen lo es)

Sabemos por ello que: jf(x)dx 6 Y nos piden f g(x)dx = f J(f(0 + 2)dx jf(x)dx+ j 2dx =6+ [2x]3

=6+10-2=14 u.a.
36. En primer lugar debemos conocer la expresién analitica de la funcién g-f

X—(—X) . i ) ;
_X=x 2 six<0 ! | xsix<0 ! _ ] 3xsix<0
fX)="—%— | ngsi 0 { 05 %50 iEn cosecuencia (9N =1 "0 5 oo

1

J x@ehoodx - yxzaxdx+jx20dx jgxadx,px} _3

37. Que y=2x+1 sea la recta tangente en x=0 significa: 1° que f(0)=c es igual a la imagen del
cero en y=2x+1. Es decir c=1; 2° que f ’(0)=2; f’(x)=3ax?*+b; f’(0)=b=b=2. Por Gltimo
1 1 1

[ foodx = 1 = [(ax® +bx+cydx = [(ax® +2x+ 1ydx = & +¥2+x]::%+1+1:1:>
0 0 0

=% =-1=a=-4. Por tanto f(x)=-4x3+2x+1

38. Para calcular la recta tangente en x=0 debemaos hallar F(0) y F’(0); F(O):f t2 +e§ dt=0; al
ser una integral definida que tiene iguales sus dos ldmotes de integracion

2
F’(x):)§+—+e§ por el teorema fundamental del célculo integral, entoces F’(0)= 5 f o0 = % =2.
Por tanto la recta tangente en x=0 sera: 2(x-0)=y-0; 2x=y
39. Dado que )= f 3 et dt = 0 por coincidir sus limites de integracion, I|mm =5 Apllcamos

I’hopital; F (x):3 — Por el Th fundamental del calculo integral. Entonces:
2
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