IES RAFAEL PUGA RAMON ESPACIOS VECTORIALES

ESPACIOS VECTORIALES

CONCEPTO DE OPERACION. OPERACION INTERNA Y EXTERNA
LLamamos operacion a toda aplicacion que asocia a pares de elementos del mismo o distinto
conjunto un Unico elemento del mismo o de otro conjunto.

Asi por ejemplo, la suma de nimeros naturales da por resultado otro nimero natural y, por

>N

tanto es una aplicacion +: NxN

(a,b) ———>a+b
(Obsérvese que en este caso interviene un Unico conjunto numérico, diremos que la suma es
una operacion interna en N)

La resta de nimeros naturales da por resultado un nimero entero, no necesariamente natural,
por tanto la resta es una aplicacion -2 NxN >Z

(ab) ——>a-b
(En este caso intervienen 2 conjuntos: N y Z. Diremos que la resta es una operacion externa
en N)

La multiplicacion de un vector por un nimero real da por resultado otro vector, por tanto el
producto de un vector por un escalar es una aplicacion < RxV >V

(V) —> v
(El producto por escalares es también una operacion externa en el conjunto de los vectores)

Cuando en la operacion interviene un Unico conjunto se llama operacion o ley de
composicion interna, en caso contrario operacion o ley de composicion externa.

DEFINICION DE ESPACIO VECTORIAL

Sea V un conjunto en el que se han definido dos operaciones, una interna a la que llamaremos

suma +: VxV >V
(x.y) > Xty
y otra externa .. RxV > V alaque llamaremos producto por escalares
(4v) ——> v

Diremos que V con la suma y el poducto por escalares, (V,+, .g) constituye un espacio

vectorial si se cumplen las ocho siguientes propiedades

PROPIEDADES DE LA SUMA

1. Asociativa vx,y,ze V (X+y)+z=x+(y+2)

2. Existencia del elemento neutro. Existe un elemento de V al que denotaremos por 0 tal que

vx e V X+0=0+x=x
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3. Todo elemento de V tiene opuesto. vx e V,3-xe Vtal que x+(-x) =0

4. Conmutativa vx,y € V x+y=y+x

(Por cumplir estas propiedade decimos que V con la suma, (V+) constituye un grupo
conmutativo)

PROPIEDADES DEL PRODUCTO POR ESCALARES

5.Distributiva respecto a la suma en V. vx,y € V, V. € R A(x+y)=ix+1y

6. Distributiva respecto a la suma en R vx e V; V4, B eR, (4 +f).x = Ax+ Bx

7. pseudoasociativa vx eV, V1, ue R (Au)x=A4(u.X)

8.Vx eV 1.x=x

Si V es un espacio vectorial a los elementos de V se les llama vectores.

Hay muchos conjuntos matematicos en los que podemos definir la suma y el producto de sus
elementos por nimeros reales y que cumplen estas propiedades, por lo que constituyen un
espacio vectorial. Por ejemplo, de entre los objetos manejados en cursos anteriores
constituyen espacios vectoriales los polinomios, las funciones, los nimeros complejos, los
vectores libres (segmentos orientados que sirven para representar magnitudes vectoriales, en
contraposicién con las magnitudes escalares representadas por nimeros). Otros ejemplos de
espacios vectoriales que manejaremos mucho en el presente curso son: R? (pares ordenados
de nlmeros reales cuya representacion geométrica vendria dada por el plano), R® (ternas
ordenadas de nimeros reales cuya representacion geométrica seria el espacio) y, en general, R"
(n-plas ordenadas de nimeros reales que no tiene una representacién geométrica en el espacio
tridimensional en el que vivimos pero tienen gran importancia en muchas areas de las ciencias
para representar conjuntos de datos).

Dependencia e independencia lineal. Bases.Dimensidn

Definicién

Sea V un espacio vectorial y {vi,Va,....,valuna familia de vectores de V, diremos que el

vector X €V es combinacion lineal de dicha familiasi 3 41,42, ...... ,2n € R tal que
X=A1V1+ A2V +.....+ ApVy

Proposicién

El vector cero es combinacion lineal de cualquier familia de vectores

En efecto 0 =0v, +0vVy +....+0v,
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Definicién

Sea V un espacio vectorial y {v1,V2,....,vn} una familia de vectores de V, diremos que dicha
familia es linealmente independiente si la Unica forma de obtener el vector cero como
combinacion lineal de ella es con todos los escalares iguales a cero. Es decir:
O=/A1Vi+AoVo+....4AngVp 2> A1=4A2=....=4p= 0

En caso contrario (es decir si hay mas formas que esa de escribir el cero) diremos que los
vectores son linealmente dependientes

Teorema

{V1,V2,....,vn}son L.D. & alguno de ellos puede escribirse como combinacién lineal de los

demas

Definicién

Sea V un espacio vectorial decimos que una familia {v; ,v, ,....... ,Vn }CV constituye un sistema
generador de V si VX eV x se puede escribir como combinacion lineal de {v, ,v; ,....... Vi }
Definicién

Sea V un espacio vectorial decimos que una familia {v; ,v, ,....... ,Vn }<V es una base de V si
{vi V2 e, ,Vn } son sistema generador de V y linealmente independientes

Ejemplo: los vectores {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} constituyen una base de R® que llamamos base
candnica

Definicién

Sea V un espacio vectorial y {vi ,Vz ,....... ,Vn } una base de V , dado que {vi ,v ,....... ,Vn } SON
un sistema generador de V, se verificard que Vx eV x se puede escribir como combinacion
lineal de los elementos de la base ; es decir 3 A, A,,....,As €R tales que:

X=X Vi+AoVot... AoV . A (A1, Aa,....,An ) S€ les llama coordenadas de x en funcion de la base

Teorema

Las coordenadas de un vector en funcién de una base son Unicas

Demostracion

Sea {vi,V2 ,....... ,Vn } una base de un espacio vectorial V' y supongamos que un vector xeV

se puede escribir de dos formas distintas en funcion de dicha base. Esto significara que:

X=A1 Vi +AVot...4AVn Y X=P1 Vi +BaVot.....+BaVn ; restando miembro a miembro las dos
expresiones anteriores obtenemos:  0=(A; -B1 )vi +(Az -B2 )Wot.....+(An -Pn )Va Yy COMO {V1 ,V>
S Vi } son linealmente independientes se sigue que (A, -B1 )=(A2 -B2)= ..=(An-Bn)=0 luego
M =B1; A =Ba;... ..; An=Pn ; de lo que se deduce que la expresion del vector x en funcion de la
base es Unica

Proposicién

Dos bases cualesquiera de un espacio vectorial tienen el mismo nimero de elementos

Definicién
LLamamos dimension de un espacio vectorial al nimero de elementos que tiene una

cualquiera de sus bases
Ejemplo: R® ser& un espacio de dimensién 3 dado que sus bases tienen tres elementos
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Otros proposiciones que tienen relacién con la dimension de un espacio vectorial son las

siguientes:

1: En un espacio de dimension n cualquier conjunto de n vectores linealmente independientes
constituyen una base

2: En un espacio vectorial de dimension n cualquier conjunto de n vectores que sea sistema
generador es base

3: en un espacio de dimension n, n+1 vectores cualesquiera son linealmente dependientes

De las proposiciones 1 y 2 se sigue que una base de un E.V. es un conjunto minimal de
generadores y un conjunto maximal de vectores independientes

DEFINICION

Sea {vi V2 ,....... ,Vn 3=V una familia de vectores del espacio vectorial V y B una base.
Consideremos las coordenadas de cada uno de los vectores en funcion de la base B, diremos
que dicha familia esta escalonada si el nUmero de ceros que precede al primer elemento no
nulo en cada uno de los vectores es mayor que el del vector anterior. O bien si el nimero de
ceros que siguen al ultimo elemento no nulo en cada uno de los vectores es mayor que en el
vector anterior

Ejemplos:

La familia {(1,2,-1,3), (0,2,-1,4),(0,0,3,2),(0,0,01) }« R* es una familia escalonada.

La familia {(1,2,-1,3), (2,-1,4,0), (3,2,0,0), (6,0,0,0)}< R* es una familia escalonada

Teorema
Si una familia de vectores esta escalonada y no contiene al vector nulo es linealmente
independiente.

Comprobémoslo con el ejemplo anterior

Intentamos poner el cero como C.L. de los elementos de la familia
(0,0,0,0)=A(1,2,~1,3)+B(0,2,-1,4)+y(0,0,3,2)+0.(0,0,0, )=(A,2A+2B,~A—P+3y,3A+4p+2y+0ar)

/=0
2A+24=0
~A—B+3y=0

3A+4f+2y+a=0
que A=B=y=0=0 Por tanto los vectores son L.1.

De qui deducimos que Resolviendo el sistema por sustitucion se sigue

Igual procedimiento se utilizaria para demostrarlo con una familia genérica cualquiera

Rango de una familia de vectores

Definicion:

Sea V un espacio vectorial y {vi ,\v2 ,....... ,Vn }<V una familia de vectores de V, llamamos
rango de dicha familia al nimero maximo de vectores linealmente independientes que contiene.
Transformaciones de vectores que mantienen constante el rango

Las siguientes transformaciones en una familia de vectores mantienen la relacién de
dependencia e independencia entre ellos, y en consecuencia mantiene el rango de la familia

1. Si intercambiamos el orden de los vectores el rango no varia

2. Si multiplicamos uno de los vectores por un nimero distinto de cero el rango no varia

3. Si sumamos a uno de los vectores un multiplo de otro el rango no varia.
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4. Si una familia de vectores contiene el vector cero su rango es el mismo que el de la familia
que se obtiene al eliminar dicho vector. (Es evidente ya que el vector cero es L.D. de cualquier
familia de vectores)

Las familias obtenidas, a partir de una dada, utilizando alguna o varias de las transformaciones
anteriores se dice que son equivalentes a la de partida.

Calculo del rango

Un método usual para calcular el rango de una familia de vectores consiste en encontrar,
mediante la aplicacion de las transformaciones del epigrafe anterior, una familia equivalente
que sea escalonada y en la que ninguno de sus vectores sea nulo. El rango de la familia de
partida sera el mismo que el de la familia escalonada obtenida. Esta forma de calculo del rango
se conoce con el nombre de método de Gauss

Ejemplos
1. Dados los vectores {(3,2,1);(1,5,0);(4,7,1);(9,19,2)} Halla su rango
SOLUCION

a) Escalonamos los vectores con el fin de saber cuantos hay L.I.

(3,2,1) (1,5,0) (1,5,0) (1,5,0) (1,5,0)

(1,50 ~ (3,2,1) ~ (0,-13,1) ~ (0,-13,1) ~ (0,-13,1) Rango=2
4,71 (1) 4,7,1) (2 (0,-13,1) (3) (0,0,0) (4

(9,19,2) (9,19,2) (0,-26,2) 0,0,0)

(1) Cambiamos el 1° vector por el 2°

(2) 2° vector-3veces 1°, 3° vector-4 veces 1°, 4° vector-9 veces el 1°
(3) 3° vector-2° vector, 4° vector- 2veces 2° vector

(4) Eliminamos los vectores que se hacen cero

2. Estudiar el rango de los vectores {(1,1,1);(1,a,1);(1,1,a%)} para los distintos valores de a
SOLUCION

Debemos saber cuantos vectores hay linealmente independientes segun los diferentes valores de a. Para

ello escalonamos los vectores

(1,1,1) (1,1,1)
1lal) ~ (0a-1,0)
(1,1,8%) (0,0,a%-1)

El segundo vector se anula para a=1y el tercero para a= 1y para a= -1 asi pues:
Sia=1elrango es 1 (por anularse los vectores segundo y tercero)
Sia=-1 el rango es 2 ( por anularse solo el tercer vector)

Sia#lya=+ lelrangoes 3 (los tres vectores son L.lI.)

3. -Dados los vectores a(1,1,0,m); b(3,-1,n,-1); c(-3,5,m,-4) Estudia su rango segun los
valoresde myn

Pag 5



IES RAFAEL PUGA RAMON ESPACIOS VECTORIALES

SOLUCION
(1,2,0m) (1,1,0, m) 1,1,0, m)
(3,-1,n,-1) ~ (0,-4,n,-1-3m) ~ (0,-4, n, -1-3m)
(-3,5,m,-4) (0, 8,m,-4+3m) (0, O,m+2n,-6-3m); los dos primeros son independientes por estar
escalonados, luego para que los vectores sean dependientes ha de ocurrir que se anule el tercer vector, esto
es -6-3m=0y m+2n=0, resolviendo: m= -2, n=1. Es decir
Sim=-2yn=1el rango es 2
Si m#--2 0 bien n#1 el rango es 3

4. Estudiar, por el método de Gauss, el rango de la siguiente familia de vectores para los
distintos valores de a : {(1,a,1,1);(1,1,a,a);(a,1,1,1)}

SOLUCION
1,a,1,1) 1,a,1,1) 1,a,1,1)
1,1,a,a) - (0,1-a,a-1,a-1) - (0,1-a,a-1,a-1)

(@1,1,1) (0, 1-a%1-a1-a) (0, 0,2-a-a? 2-a-a?

En la primera equivalencia restamos al segundo vector el primero y al tercer vector el
primero multiplicado pora; en la segunda equivalencia restamos al tercer vector el segundo
multiplicado por a+1 téngase en cuenta que (1-a)(1+a)=1-a

resolviendo la ecuacién 2-a-a?=0 da dos soluciones a=1y a=-2

Para a=1 los dos Gltimos vectores se anulan luego el rango es 1

Para a=-2 se anula el tercero pero no los dos primeros luego el rango es 2

Paraa+ 1y a+-2elrango es 3

EJERCICIOS

1. Calcula el rango de los vectores {(1,t,-1,2),(2,-1,1,5),(4,-2,-6,10) } para los distintos valores
det

Sol: para t=-3 el rango es 2 para t+-3 el rango es 3.

2. Estudia la dependencia lineal de los siguientes conjuntos de vectores segun los valores del
parametro t: a) {(1,-1,0,2),(2,0,1,-2),(3,1,1,t)} b){(2,-2,0,0),(1,5,3,3),(1,1,t,1),(2,6,4,4)}

Sol: 2a) rg=3 Vt e R; 2b) si t=1 rg=2, si

t+1rg=3

3. Calcula el rango de las siguientes familias de vectores para los distintos valores de m:
a){(1,2,3),(1,-3,1),(2,1,m)} ; b){a1211)1(11213)1 ('11312)}1 C) {(2m1111)1(21m11)1(2111m)}1

d) {(1,1,1,1),(3,0,0,-1);(1,mm,1)}; e) {(1,m,1,-1),(0,1,m-1,0),(1,1,m,-1)};

f) {(0,-1,m,3),(0,m,-2-m,3),(m-2,-1,-2,3)}

Soluciones: a) si m=24/5 rg=2, si m+24/5 rg=3

B) si a= -1 Rg=2; si a=+ -1 Rg=3

C) si m=1 Rg=1; si m=-2 Rg=2; si m«1 y m+2 Rg=3

D) si m=1 Rg=2, si m+1 Rg=3

E) si m=0 Rg=2, si m=1 Rg=2; si m+0 y m+1 Rg=3

F) si m=-1 Rg=2 si m#-1 Rg=3
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