IES RAFAEL PUGA RAMON DETERMINANTES

1 DETERMINANTE DE UNA MATRIZ CUADRADA

Vamos a asociar a continuacion a cada matriz cuadrada A un ndmero real al que llamaremos

determinante de A y denotaremos por | A | : LY/ [— SR

DETERMINANTES DE ORDEN 1y 2
Comenzaremos definiendo el determinante para las matrices de orden 1y 2:
Sea A=(a11) una matriz de orden 1. Definimos |A|=a.x Ejemplo: |(3)|=3; |(-3)|=-3

dil an

Sea A :[ Jdefinimos | A | = anaxp-anas . ES decir para una matriz de orden 2 el

dz1 a2
determinante es el nimero real obtenido al restarle , al producto de los elementos de la

diagonal principal , el producto de los elementos de la diagonal secundaria .
EJEMPLO 1: Sea A:[ _42 ; ]; A[=4.5 — (-2).1 =22

PROPIEDADES DE LOS DETERMINANTES DE ORDEN 2

Propiedades

1.-]A|=|A'| Demostracion como ejercicio mediante el desarrollo de los dos determinantes

2-| AB|=| A|| B| Demostracion como ejercicio mediante el desarrollo de los dos
determinantes

3.- Si se intercambian dos filas 0 dos columnas el determinante cambia de signo

4.- El determinante es funcion lineal de sus filas y de sus columnas; es decir:

a) ann+by an+by | | an ap b1 b2
az az az1 az az1 az
b) ka1 kanp ai1 arp
az1 a2 az1 az

De igual forma para cualquier otra fila o columna
Demostracion como ejercicio mediante el desarrollo de los determinantes

5. Si una matriz tiene dos filas o dos columnas iguales o proporcionales el determinante vale

cero
., . . a a
Demostracion: En el primer caso es evidente ya que a“ alz =ay.815-815.81:=0
11 12
.. . . p a a a a - .
Si tienen las filas proporcionales A seria | =~ % 1 %12 1=k 0=0 Utilizando primero
kair kaiz an an

la linealidad y despues el resultado anterior
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6. Si a una fila 0 columna de una matriz le sumamos un multiplo de otra el determinante no
7. \é?rzlaall.determinante de una matriz es distinto de cero los vectores fila de dicha matriz son
L.1., lo mismo ocurre para los vectores columna
GENERALIZACION PARA DETERMINANTES DE ODEN SUPERIOR
Los determinantes de orden 3 se definen a partir de los de orden 2 y en general los de
orden n a partir de los de orden n-1.

Definicién Dada una matriz cuadrada A de orden n llamamos matriz complementaria M;;
del elemento a; a la matriz que se obtiene al eliminar en la matriz A la fila i y la columna j, la
matriz complementaria de cada elemento es una matriz cuadrada de orden inferior en una
unidad al orden de A

Definicién Dada una matriz cuadada A de orden n llamamos menor complementario a;;
del elemento a; al determinante de su matriz complementaria: aj; = [Mjj|

Definicién Dada una matriz cuadrada A de orden n llamamos adjunto del elemento a; al
menor complementario de dicho elemento precedido del signo + o - segln la suma de los
suindices i+j sea par o impar. A;=(-1)"a;

Definicién Dada una matriz cuadrada A de orden n llamamos determinante de A; | A | al

namero real obtenido al sumar los productos de los elementos de una cualquiera de sus filas o

En la primera igualdad estamos desarrollando el determinante por la fila i y en la egunda
igualdad lo estamos haciendo por la columna j
Notese que para que el determinante esté bien definido habria que demostrar que el desarrollo

por cualquier fila 0 columna da el mismo resultado. (no vamos a probarlo)

1
EJEMPLO 2: calcular los siguientes determinantes | 2

3
-2 0

Solucién el primer determinante vamos a desarrollarlo por la 32 fila ya que en ella hay un cero

y se reducen las operaciones. El segundo lo desarrollamos por la Gltima columna en la que hay

dos ceros

112 -1 2 12 1 -1|_

2 3 2= (2 5 , FEDFRO| L L [+ D 5 |T(D(D).2-3.21+0+5[1.3-(-1) 2]=16+25=41
2 05

(hemos escrito todas las operaciones para indicar el proceso, pero naturalmente los célculos se pueden hacer

mentalmente y no es preciso indicar aquellos factores que contengan un cero.)
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w

1

—Zi—lg 321 321 321 321
0210 =(-1)**3./0 2 1 |+(D*1| 2 1 -1 [=3] 0 2 1|+ -2 1 -1 |desarrollamos por
1101 110 021 110 021
321
la2afilael| 0 2 1 |=(-1)22.2. 3 L |spee) 32 |-2m1-23
10 11
110
321 - )
desarrollamos por la tercera fila | 2 1 -1 |=2.(-1)*%] © ° |+()¥) T T [=2+7=9
021

Por tanto el determinante de partida sera 3.(-3)+9=0

NOTA:

En los ejemplos anteriores hemos visto que el desarrollo de un determinante es tanto mas
simple cuantos mas ceros contenga alguna de sus filas o columnas. En particular, si la matriz
es triangular su determinante es igual al producto de su diagonal principal.

—6

EJEMPLO 3: calcular|A|= realizamos el desarrollo por la 1% columna

O O O w
O O N
o ©O© b~

2
7
2

142
9 7 . . . .
|A=3.l 097 =3.1.‘ 0 2 =3.1.9.2. Es decir el determinante es el producto de la diagonal principal.
002

EJERCICIOS RESUELTOS 1-3
REGLA DE SARRUS

La regla de Sarrus es un método para el calculo de determinantes de orden 3.

ail ap ais
Consideremos una matriz de orden 3 A=| ax ax» azx |. Vamos a calcular su determinante mediante su
ds1 as ass
- a a a a a a
desarrollo por la 12 fila. |Aj= au| ~ 2 % | -ay| o+ °° e
az ass as; ass as; as

=a11.822.833-811.823.832-812.821.833F212.823.831F@13. 821, 832-A13.822.831
Obsérvese que el resultado contiene 6 productos de los que 3 estan precedidos del signo + y 3 del signo -.
El siguiente esquema nos permite recordar los factoresprecedidos del signo positivo y del signo negativo de una
forma féacil:
Los términos que quedan con el signo que da el producto

S ERMUNAL . corresponden a los productos de la diagonal principal y a los

de sus paralelas multiplicadas por los vértices opuestos (en un

triangulo imaginario). Los que hay que cambiar de signo

corresponden a la diagonal secundaria y a los de sus paralelas

+ - multiplicadas por sus vértices opuestos

REGLA DE SARRUS
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EJEMPLO 4: Desarrolla por la regla de Sarrus el determinante de orden 3 del ejemplo 2

1 -12
2 3 2
-2 0 5

|Al= =1.3.54(-1).2.(-2)+2.0.2-2.3.(-2)-(-1).2.5-2.0.1=15+4+12+10=41  (obsérvese

que da el mismo resultado que en el ejemplo 2 en que lo hemos hecho a partir del desarrollo
por la 32 fila.

PROPIEDADES DE LOS DETERMINANTES

L-1Al=|A

2-1AB|=|A||B]

3.- Si en una matriz se intercambian dos filas o dos columnas el determinante cambia de signo

4.- El determinante es funcion lineal de sus filas y de sus columnas; es decir:

ai+b1 ap+bz ... am+by ai a2 ... ain b1 by ... bp
a) as a»n .. aon _ do1 a2 ... aon + do1 a2 ... aon
an anz e ann anl an2 ... ann anl an2 ... ann
kau kawp .. kamnm ail ai2 ... ain
b) ax  aAx ... aon k. az a2 ... aon
B Bz e am Bt Anz . Am

De igual forma para cualquier otra fila o columna

5. Si una matriz tiene dos filas o dos columnas iguales o proporcionales el determinante vale
cero

6. Si una matriz tiene una fila o columna que es combinacién lineal de las demas el
determinante vale cero

7. Si a una fila 0 columna de una matriz le sumamos un multiplo de otra el determinante no
varia.

8. El determinante de una matriz es distinto de cero si y solo si los vectores fila de dicha
matriz son L.I., lo mismo ocurre para los vectores columna

NOTA
|A+B| = |A[+[B]
Ejemplo Az[i g];s{g M ]:ms:[i ;] |AI=1; |B|=-10; |A+B|=-19+|A+|B|=-9

EJEMPLOS DE APLICACION. PROPIEDADES DE LOS DETERMINANTES

1. Sin desarrollarlo comprueba que |A|=0 y |B| es multiplo de 5, siendo

-8 25 40 521
A= 25 3 -2 |yB= 476
0 27 0 639
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SOLUCION

| A'| =0 por ser la tercera columna igual a menos cinco veces la primera.

521 52
|B|=|476|=| 4 7 6 |=5|4 7 6| Laprimera igualdad se obtiene suméandole a la tercera
639 22

10 10 15

w o

fila la segunda. La segunda igualdad sacando 5 factor comun en la tercera fila aplicando

la propiedad 4b.
abec -3b+1 -3a+1 -3c+1 - )
2. Sabiendo que | m n p |=5 Calcula | 2n 2m 2p | utilizando las propiedades de los
111 1+2b 1+2a 1+2c

determinantes.

.| 8b+1 -3a+1 -3c+1 -5b  -5a -5¢ b a c
SOLUCION| 2n 2m 2 |9 2n 2m  2p | 2-10 n m p |2
1+2b 1+42a 1+2c 1+2b 1+2a 1+2c 1+2b 1+2a 1+2c
b a c abec
=10 nmp|?210| m n p|=10.5=50 (1)A la 1*fila le restamos la 3%
111 111

(2) Aplicamos la propiedad 4b a las filas 1y2; (3) Restamos a la 32 fila 2 veces la 1%

(4) Cambiamos la 12 y 22 columnas

abec -i —-g -h
3.Si | d e f|=3, calcula sin desarrollarlo | f+c d+a e+b | especifica los pasos que das para
g h i 3c 3a 3b
obtener dicho valor
SOLUCION
i -g -h -i —-g -h -i -g -h igh cab ach abec
frcdraetb |2 f d e |+ c a b |23 fde|D3fde|P3dfe|9def
3c 3a 3b 3c 3a 3b 3c 3a 3b cab igh gih g hi
abec
93 d e f[=3.3=9
g hi

(1)Propiedad 4a ; (2) El 2° determinante es 0 por tener dos filas iguales y en el primero aplicamos a las filas

1y 3 la propiedad 4b (3) cambiamos 2 filas (4 y 5) cambiamos 2 columnas

N

4. Utiliza las propiedades de los determinantes para calcular triangulando

|
[LEY

= onN
= NP o
|

= oW

N O W

previamente la matriz
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SOLUCION

2 01 1 11 -1 2 11 -1 2 11 -1 2 11 -1 2

01-13|y|01-13|g|01-13]g 01—13@)_01—13__
-12-30| |-12-30| 103 42| 100-1-7]|" 00 -1-71"
11 -12 2 0 1 1 0 -2 3 -3 00 1 3 000 -4

(1) Cambio F1 por F4. (2) F3+F1; F4-2F1. (3) F3-3F2, F4+2F2; (4) F4+F3

EJERCICIOS RESUELTOS 4-16

2. CALCULO DEL RANGO DE UNA MATRIZ A PARTIR DE SUS MENORES
Menores de una matriz
Dada una matriz cualquiera de orden mxn, llamamos menor de orden k de dicha matriz al

determinante de cualquier submatriz que se pueda obtener a partir de la dada eliminando un
ndmero determinado de filas y columnas.

1-142
EJEMPLO: La matriz A=| 3 4 1 6 | contiene 4 menores de orden 3 que se obtienen
2 187
eliminando una de sus columnas:
1-14 1-12 142 -142
3 4 1 |(eliminamoslacolumna4);l 3 4 6 |(la3?);] 3 1 6 | (la2?);| 4 1 6 |(lal?®
2 18 2 17 287 187

Igualmente, podriamos obtener menores de orden dos eliminando una de sus filas y dos de sus
4 2

columnas. Asi, si eliminamos la 32 fila y la 1 y 22 columnas obtenemos el menor 16

2
17 , etc.

LLamamos menor principal de orden n al que se obtiene escogiendo las n primeras filas y
11
3 4

Si eliminamos la 22 fila y la 12 32 columnas obtenemos

columnas de la matriz. En el caso anterior el menor principal de orden 2 seria

Célculo del rango

Como vimos en el tema anterior el rango de una matriz es el nimero maximo de filas o de
columnas linealmente independientes de dicha matriz.

Ahora bien, por las propiedades de los determinantes sabemos que el determinante de una
matriz cuadrada es distinto de cero si y solo si sus filas y columnas son independientes. Por lo
tanto, el rango de la matriz ha de coincidir con el orden del mayor menor distinto de cero que
contenga dicha matriz.

EJEMPLO 1:
2 1

En la matriz A= 4 3 | el menor +0, COMO no contiene ningun menor de orden
11

superior su rango es 2 (las filas que forman ese menor son L.1. al ser el detrminante no nulo).
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EJEMPLO 2:
21 4 2 )

En la matriz A= 1 1 -2 3 | el menor 11]%0 Sin embargo, todos sus menores de orden 3
3225

son nulos (comprdebalo). Por tanto, el rango de la matriz es igual a dos.

No obstante, el método que acabamos de describir resulta poco eficaz ya que el nimero de
menores que tiene una matriz puede ser enorme. (por ejemplo una matriz de orden 4x5 tiene
60 menores de orden 2, 40 de orden 3 y 5 de orden 4) No seria factible pensar en calcularlos
todos para hallar su rango. Puede demostrarse que no es necesario hallar todos los menores
sino que es sufiiciente proceder como se explica en los siguientes ejemplos:

EJEMPLO 3:
22 -2 2
Calcularelrango de lamatrizA= 11 2 5
44 2 12

Partimos de un menor de orden 2 distinto de cero, el marcado en negrilla (en caso de ser
posible es practico elegir el menor principal). Orlamos ahora ese menor, es decir afiadimos 1
fila y una columna para obtener un menor de orden 3

-2

22
afiadiendo la 22 columna y la 3?2 fila obtenemos | 1 1 =0 Si este menor hubiese sido
4 4

2
2
distinto de cero el rango seria 3, pues es el mayor posible. Dado que es cero repetimos el
2 -2 2

proceso. Afadimos ahora la 42 columna y la 3?2 fila, obteniendo | 1 2 5 |=0 Dado que
4 2 12

también es cero y no hay més formas de orlar el menor de partida, el rango de la matriz es 2.

|

s distinto de cero. Lo orlamos con la Unica fila

EJEMPLO 4:

I

131
Calcular elrango de lamatrizA= 1 1 0 1
236
que e

C wr N

3

0

3
Partimos del menor principal dado que
1
1
2

213
restante y la 32 columna obteniendo | 1 1 0 |=0. Procedemos a orlarlo con la 42 columna
323

= 0. Por lo tanto el rango es 3.

w RN
N R
ok

EJEMPLOS DE CALCULO DE RANGO CON PARAMETROS

1. Estudia el rango de las siguientes matrices segun los valores del parametro a

1
a1 111
al—a,l_
-2 a
a

11
Lo orlamos de la Gnica forma posible. | 0 a 1-a |=-3a+3=0=a=1 Es decir:
1-2 a

+ 0 luego para cualquier valor de a el rango es como minimo 2

=N

A) .rg[
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Si a=1rg(A)=2 ya que se hace cero el Unico menor de orden 3
Sia #1 rg(A)=3 ya que dicho menor no seria nulo

112 0
B).rg[all az] “_2

+0luego para cualquier valor de a el rango es como minimo 2

3al a-2
Lo orlamos de las dos formas posibles
112 ) 12 0
al-1 :2a2—8:0:>{ |1 1a-2|=222-8a+8-0=a=2
Jal al a-2

Esto significa que en caso de que a valga 2 los dos posibles menores de orden tres se hacen
cero por lo que el rango es 2. Sin embargo, no ocurre lo mismo si a=-2 pues aunque el primer
menor se anula, el segundo es distinto de cero con lo que el rango es 3.

Resumiendo:
Sia=2rg(A)=2
Sia=2rg(A)=3
11la 2
C).rg| 1 a 1 -a?+3 | No hay ningiin menor de orden 2 que no dependa de a. En estos casos
all-a’+3
. o 11 -
Partimos del menor principal 1aly lo orlamos de las dos formas posibles:
11a a1 11 2 a1
1al :—a3+3a—2:0:>{ a—_—2 11 a -a?+3 :—2a3+6a—4:0:>{ a—_—2
all B al-a’+3 B

Esto significa que para a #1 y a #-2 rg(A)=3 ya que los menores de orden tres son no nulos.
Para a=1 y a=-2 debemos sustituor en la matriz para observar si el rango es 2 6 1.

1112 11 -2 2
Paraa=1 A= 111 2 |luego el rango es 1. Paraa=-2 A= 1 -2 1 -1 |; el menor
1112 21 1 -1
1 o +0luego el rango es 2. Resumiendo:
Sia=1rg(A)=1
Sia=-2 rg(A)=2

Sia+lya=+2rg(A)=3

EJERCICIOS 17-18

3. MATRICES INVERSIBLES. INVERSA DE UNA MATRIZ

DEFINICION

Sea A una matriz cuadrada de orden n , diremos que A es inversible si existe otra matriz
cuadrada del mismo orden, a la que denotaremos por A*, tal que A A* =A™ A=l, siendo y la

matriz identidad de orden n . A la matriz A* se le denomina inversa de A.
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No toda matriz cuadrada posee inversa. Las matrices que tienen inversa se llaman inversibles o
regulares y las que no la tienen no inversibles o singulares.

TEOREMA DE UNICIDAD

La matriz inversa de una matriz cuadrada, si existe, es Unica
DEMOSTRACION
Supongamos que B y C son ambas matrices inversas de una matriz cuadrada A

Por ser B inversa de A se verifica A.B=B.A=I
Por ser C inversa de A se verifica A.C=C.A=I

Entonces: B= B.I= B.(A.C)= (B.A).C=1.C=C

TEOREMA DE CARACTERIZACION DE MATRICES INVERSIBLES

:ﬁ(Ade)t siendo

(AdjA) la matriz que se obtiene al sustituir cada elemento de la matriz A por su adjunto

Sea A una matriz cuadrada, A es inversible < |Al£0 y en ese caso A*

EJEMPLOS DE APLICACION MATRIZ INVERSA

112
EJEMPLOL1: Calcula A siendo A=| 3 4 6 | A| =36+24+12-32-27-12=1
429
4 6 _ 12 A | 12]
A11=‘29‘=24 ,A21——‘29‘——5 Az = 46 =-2
36 . 12 A |12
A12=—‘49‘=—3,A22—‘49‘—1 ,Asz——36 =0
34 _ 11 11
A13=‘42‘=—10 ,Azs——‘42‘—2 A= o, =1
24 -5 -2
conloqueAt=| -3 1 0
-10 2 1
2 -t 4
EJEMPLO 2: Hallar los valores de t para los que lamatriz A= 1 1 7 |no tiene inversa
t -1 13
SOLUCION

| A |= -7t +9t +36 =0 , resolviendo la ecuacion t=3 ¢ t=-12/7 para esos valores la

matriz A no tiene inversa
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EJEMPLO 3: Resolver la ecuacion matricial XA+B=C , utilizando para ello la matriz inversa,

112 2 1 -1 121
siendo:A=| 3 4 6 |; B=| 0 0 3 [ C=(101
429 2-10 210

SOLUCION

XA+B=C ; XA=C-B ; X=(C-B)A™ NOTA: Obsérvese que tenemos que multiplicar en el
primer miembro de la ecuacién por A* por la dcha , para obtener XA.A* =X 1=X; dado
que el producto de matrices no es conmutativo tendremos que multiplicar el segundo
miembro de dicha ecuacién por A* también por la dcha, quedando (C-B)A™ . No es
valido por lo tanto X=A* (C-B)

121 21 -1 -11 2 24 -5 -2
BC=f101|-/00 3 |=| 10-21]; At=| -3 1 0 | (Calculada en el
210 2-10 020 -10 2 1

ejemplo de la pagina anterior)

-11 2 24 -5 -2 —47 10 4
Portanto X=| 1 0-2 || -3 1 0 |=| 4 -9 -4
020 -10 2 1 -6 2 0
EJEMPLO 4:
1 1 t
a)Dada lamatrizA=| t 0 -1 |hallalos valores de t para los cuales A no tiene inversa
-6 -1 0

b)Utilizando la matriz inversa resuelve la ecuacién matricial XA+B=C, siendo: A la matriz

) .. [311 [ 510
del apartado anterior para t=2; B—[ 010 J VC—[ 121 J

SOLUCION

1 1 t
a) A= [ t o -1 ]; Al =6-t2—1=t>-5=0por lotanto t=+ /5 para esos valores de t A no tiene inversa
-6 -1 0

b) XA+B=C; XA=C-B; XAA'=(C-B)A* ; X=(C-B)A*"
Célculo de A |A=D;

0 -1 | 21| |20

Ay = 10 ——1,A12——‘ 6 0 ‘,Am—‘ 6 _1‘——2
12 12 11

A21=—‘ 10 ‘ =—2,A22=‘ 60 ‘ 212,A23=—‘ 61 ‘ =-5
12 12 11

A31:‘ 0 -1 ‘ :—1,A32:—‘ 5 1 ‘ =5,A33=‘ 50 ‘ =-2
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. -1 -2 -1 -1 -2 -1
AdjA)! -
ar={BDA) I%I) = 6 12 5 ;x:(c-B)A-lz[ _212 11 J 6 12 5 :[g ; ZJ
2 -5 -2 2 -5 -2

EJEMPLO 5: Utilizando el concepto de matriz inversa resolver la ecuacion matricial

31
(=201, 1293
AB+CX=D smndo.A—[ 1 1 5JB— _01; C_[s 4JD_[ -8 17J

SOLUCION
A.B+C.X=D = C.X=D-A.B = X=C!(D-AB)
31
201 -7 0
aef 20t Grl (78]
1-15) -2 10
(93370 (-23
D'A'B'[ -8 17 J[ -2 10 J‘[ -6 7 J
|C |:4‘6:'2; Cu =4; Cp =-2;

4 -2
Ci2 :-3; Cypy =1 Cl=-1/2 [ 31 }

X=CD-AB)= _%[ —43 12 J[ —2 3 J:_%[ g —2 J :[ 02 1 J

EJEMPLO 6

a)Si A es una matriz inversible ¢ es su traspuesta inversible?

b) Sean A y B matrices cuadradas. Es conocido que de AB=0 no puede deducirse que A 6 B
sean la matriz nula. Probar que si |Aj+ 0 y AB=0 entoces B=0

SOLUCION

a) Si A es inversible el determinante de A es distinto de cero, pero por una propiedad de los
determinantes sabemos que |A|=|A"| luego A' es inversible por ser su determinante distinto
de cero

b) |A|=0 , eso significa que existe A*, entonces si AB=0=A'AB=A"0=B=0

EJERCICIOS RESUELTOS 19-24
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EJERCICIOS RESUELTOS (solucién al final de los enunciados)

1234 112 3 101 1 1 0111
2 3 45| 4506 | |1 11 1] 41011
LCaleulara) 5 o, s g D517 59 1 1 4 1 D 1101
45 67 870911 11 1 -1 1110

2. Si el determinante de una matriz de orden n vale D ;Cudl es el valor del determinante que se
obtiene al multiplicar por 5 dicha matriz?

3. Todos los elementos de una matriz cuadrada de orden n se multiplican por -1. ;Como queda
afectado el valor de su determinante?. Razona la respuesta.

4. Dado el valor del primer determinante, calcular sin desarrollarlo el valor del segundo

abec 2a 2c 2b
pqgr|=25;|2u 2w 2v
uv w 2p 2r 2q

1 2 3 4 5
6 7 8 9 10

5. Prueba sin desarrollarlo que | 11 12 13 14 15 | =0
16 17 18 19 20
21 22 23 24 25

) ab c ) 3a 3b 3c 5a 5b 5c
6. Sabiendo que| 5 0 10 | =1 Calcula sin desarrollarlosa)l 5 o 10 (b)) 1 0o 2
111 2 2 2 1 1 1

a b c

C)| 2a+5 2b 2c+10
a+l b+1 c+1

Xy z 2X 2y 2z X y z
7. Sabiendo que | 3 0 2 [=5calculara)| 3/2 0 1 [;b)| 3x+3 3y 3z+2
111 1 11 x+1 y+1 z+1

x-1y-11z-1
c) 4 1 3

1 1 1
- : 2 8 2 8 14
8. Razonar las siguientes igualdades a) | ), , o ‘_ 041°8 01
5 30 20 16 4 164
b)| 6 9 12 |=15 2 3 4 |=15 2 3 4
1-30 1-30 2 34

9. Demuestra, sin desarrollar el determinante, que las raices del polinomio P(X) son 4, 8 y

-12, siendo P(X)=

» 00 X
» X 0

8
4
X

10. Demuestra, haciendo ceros previamente y desarrollando después por triangulacion, que
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Xx 333
3 x 22
s 5 o g | =(X2)(x-3)(x-8)
1111
123456
234561
11. Demostrar que el siguiente determinante es divisible por 21| ° ¢ ° * * 2
56 1234
6 12345
a+b b+c c+a abec
12. Comprueba que | p+q q+r r+p |=2/ p q r
X+Y Y+Z Z4+X Xy z

13. Sabiendo que 299,468 y 741 son multiplos de 13 comprueba, sin desarrollarlo que

es multiplo de 13

~N B
A O ©

9
8
1

1
14. Demostrar, sin desarrollarlo, que | 2
2

(G20 \C NG,

0
5 |es multiplo de 15
5

15. Sean C;, C; y Cs las columnas primera, segunda y tercera, respectivamente, de una matriz
cuadrada M de orden 3 con det(M)=4. Calcula, enunciando las propiedades de los determinantes
que utilices, el determinante de una matriz cuyas columnas primera, segunda y tercera,
respectivamente, son: -C,, 2C;-Cs, C,+C;

16. a) Pon un ejemplo de matriz simétrica de orden 3 y otro de matriz antisimétrica de orden 3
b) Sea M una matriz simétrica de orden 3 con det(M)=-1. Calcula, razonando la respuesta,

el determinante de M+M, siendo M' la matriz traspuesta de M.
c) Calcula una matriz X simétrica y de rango 1 que verifique: X.[ > J_[ 22 }

17. Discutir, utilizando sus menores, el rango de las siguientes matrices para los distintos
valores de los parametros

all a2 2 11 X 111
a)| lalif|bl2 aac)0x1-x|d lal
l11a 1-11 1-2 x 11 a?
112 0 1 1 0 1 3a 2 a-1
e ml-1m-2{flo m 1 0o [g 2-5 3 1
3m1l m-2 1 1+m m m+1 1 3 a+1 -4
l+a 1 1 1 1 a-12 1 a -as3
h) 1 1+a 1 1 || 2-1a5¢j a-1a?2
1 1 1+al+a? 110 61 -a-112
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18.Si A es una matriz cuadrada de orden 3 tal que A%+1=0, siendo | la matriz identidad y O la
matriz nula de orden 3, ¢(Cual es el rango de A? Calcula el determinante de A®. Calcula A
en el caso de que sea una matriz escalar que verifica la igualdad anterior.

2 -1 2
19. Determinar los valores de x que hacen que no tenga inversa la matriz| -2 x 6
1 3 2x

1 -10 1-12
20. Hallar si es posible las inversas de las matrices A=) -3 2 1 [;B=| 0 3 1
115

-1 11
1 0 -1
C={ 14 0 ;DZ[ZOJ

0 21 02
21. Resolver la ecuacion matricial XA-C=B, utilizando para ello la matriz inversa, siendo:
112 200 110
A=| 346 (B[ 112|;C5 010
4209 201 012
133 231
22. Resuelve la ecuacion matricial AX=B siendo A=| 1 4 3 |;B=[ 0 2 3
134 112
100 10-1
23. Hallar una matriz X tal que AX-B=2C, siendo A=f 020 |;B= 00 0 |; C=
103 93 -3
111
230
345

-7 H - 1 1
24. Resolver la ecuacion matricial AX+B=2C siendo A:[ - J; B:[ o J:

1-1 121
[4-12
C{OOlJ
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SOLUCIONES EJERCICIOS DETERMINANTES

1. Intentaremos hacer ceros en una fila o columna para facilitar el desarrollo del determinante.
Los de orden 3 los rearlizamos por Sarrus.

1234 123 4
7 -2 -3
2 3 45 0 7 -2 -3
a)3 4 56|1010 4 -6 2 ig:g:g =0
4 567 0 13 -6 -9
1. F1-2F2, F3-3F1, F4-4F1; 2: Desarrollando el determinante por la primera columna
112 3 11 2 3
1 -8 -6
450 6 01 -8 -6
D317 25021 7 ?j_l7__173:°
879 11 0 -1 -7 -13
1:F2-4F1, F3-3F1, F4-8F1; 2: Desarrollando el determinante por la 12 columna.
11 1 1 1111
111 1| (0022 (ZJ(ZJifls
°)11—11?02027'220‘_
11 1 -1 0220
1: F2+F1, F3+F1, F4+F1; 2: Desarrollo por la 12 columna
0111 01 11
1 11
1011 0-101
d)1101 1100 -11]2 _01_011 =3
1110 11 10
1: F2-F4,F3-F4; 2: Desarrollo por la 12 columna
2) ISAIFSTAY;

CAl=(_1\n si n par |-A|=|A|
S)-AI=(-1) |A|:>{ sinimpar |-A|=-|A|

2a 2¢ 2b ach abec abec
4) 2u 2w 2v [=8 uw v [=-8 u v w |=8| p q r |=825=200
2p 2r 2q prq pqr uv w

5) El derterminante es cero por ser 5%ila=4%fila+2%fila-1%fila

3a 3b 3c ab c
6)a) 5 0 10|=6|5 0 10 | =6; (L aplicando la linealidade a las filas 12y 3?)
2 2 2 111
5a 5b 5c abec ab c
b) 1 0 2 =510 2|=|50 10 |=1 (aplicando la linealidad primero a la fila 12 y después a la 2?)
111 111 111
a b c ab c
C)| 2a+5 2b 2c+10 |2 | 5 0 10 | =1 (1) 2°%F-2.1%F; 3%F-13F
a+l b+1 c+1 111
2x 2y 2z X Yy z Xy z
7)a)| 32 0 1 |=2[32 0 1|=|3 0 2 |=5.(aplicando la linealidad a la fila 12y después a la 22
1 11 1 11 111
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X y z Xy z
b)| 3x+3 3y 3z+2 |% 3 0 2 |=5(1) F2-3F1; F3-F1
Xx+1 y+1 z+1 111

x-1y-11z-1 Xy z
) 4 1 3 |Y302|=5. (1)F1+F3;F2-F3
1 1 1 111
2 8 |ppn|28| 14| |14
8.0) 24100 ~ |oa|7qoa|"Y01
5 30 20 16 4 164
b)| 6 9 12 |215 2 3 4|215 2 3 4| (1) Propiedad 4 aplicada a las filas 1y 2. (2) F3+F1
1-30 1-30 2 34

X 8 8
9. P(x)=| 8 x 4 | el desarrollo de este determinante da un polinomio de grado 3y, por lo tanto
4 4 x

48 8
tendra como méaximo 3 raices. Para x=4 P(4)=| 8 4 4 | =0 por tener 2 columnas iguales.
4 4 4
8 8 8 _
Para x=8 P(8)=)=| 8 8 4 | =opor tener 2 columnas iguales. Para x=-12
4 48
12 8 8
P(-12)=| 8 -12 4 |=0 alser F3=-F1-F2
4 4 -12
x 333 1111 11 1 1 11 1 1 11 1 1
10 3x22| |3x22| [0x-3 -1 -1 | |0x-3 -1 -1 _ |0 x=3 -1 -1
' 22x8| |22x8| |0 0 x-2 6 | |0 0 x-2 6 | |0 0 x-2 6
1111 x 333 0 3-x 3-x 3-x 0 0 -X 2-X 0 0 0 8-x

= - (X-3)(%-2)(8-x)=(x-3)(x-2)(x-8)

11. Si a la F6 le sumamos las filas 5,4,3,2 y 1, quedan todos sus términos iguales a 21.

Sacamos el 21 multiplicando fuera del determinante (Propiedad 4) y demostramos por lo

tanto que éste es multiplo de 21

a+b b+c c+a

a+b b+c c-b a+b b+c 2c a+b b+c ¢ a+bh b c abec
12. p+q q+r r+p | YL p+q q+r r—q | % p+q q+r 2r |=2| p+q q+r r |22 p+gq qr |9 p qr
X+y Yy+z Z+X X+y y+z z-y X+y y+z 2z X+y y+z 2z X+y y z Xy z

(1) Columna 3 - Columna 1. (2) C3-C2; (3) C2-C3; (4) C1-C2

299 2 9 299
13.] 4 6 8| | 4 6 468 | MUltiplo de 13 por serlo la 3* columna. (1) C3+10.C2+100.C1
741 7 4 741
150 15 150 1510
14.12 2 5 5| 2 225|=15 2215 (1) C3+10.C2+100.C1)
255 2 5 255 2 5 17

15. M=(C4, C,, Cs); [M|=4; nos piden calcular |-C, , 2C;-Cs, C,+C|
[-C2, 2Ci-Cs, C2+C3|T|'C2 , 2C1-Cs, C3|? [-C2, 2C4, G4 3 -2|C;, Cy, G4 = 2|Cy, Cy, C4l=2.4=8
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1. Columna 3+columnal Propiedad: Si a una fila o columna se le suma un maltiplo de otra el determinante no
varia

2. Columna 2+ columna 3. Propiedad: la misma enunciada anteriormente

3. Extremos (-1) y 2, que multiplican respectivamente a la segunda y tercera columna, fuera del determinante.
Propiedad: Si una fila o columna se multiplica por un nimero el determinante queda multiplicado por el
mismo ndmero

4. Intercambiamos la primera y segunda columnas. Propiedad: Si se intercambian dos filas o columnas el
determinante cambia de signo.

16. a) Una matriz simétrica es aquella que es igual a su traspuesta: A=A'. Para que eso sea
215
posible tienen que ser a;=a; Vi, j. Ejemplo A=| 1 3 4
547
Una matriz antisimétrica es aquella que verifica que su opuesta es igual a su traspuesta: A'=-A
Para que eso sea posible tiene que ocurrir que a;=-a;Vi, j tq i+ j; a:i=0

0 25 0 -2 -5
Ejemplo A=| -2 0 3 |, puede comprobarse que A'=| 2 0 -3 |=-A
-5 -30 53 0

b) M simétrica>M=M" = det(M+Mt):det(M+M):det(2M)T23.det(M):-8

1. Por cada fila que esta multiplicada por 2 el determinante queda multiplicado por dicho nimero. En
consecuencia, al tener A tres filas el determinante queda multiplicado por 22,

| ab ab 1-1) (2-2
c)AIsersmetncaX-[b C}:[b c}[z _2]_[0 0 }:

a+2b=2

a+2b -a-2b 2 -2 —-a—-2b=-2 o iy . .
[ bt 2c —b—2c }_[ 0 0 }: b 260 La 2° ecuacion es Linealmende dependiente de la

-b-2c=0
12 por ser su opuesta, y por lo tanto es una ecuacion superflua. Lo mismo ocurre con la 42
ecuacién que es opuesta de la 32,
Nos dicen ademas que el rg(X)=1, lo que es equivalente a decir que su determinante es igual a
cero. Es decir: a.c-b?=0. Afladiendo esta nueva ecuacién y eliminando las dos superfluas el

a+2b=2 20
sistema queda:y b+2c=0 Resolviéndolo se obtiene: a=2, b=0, czO:»x:[ 00 ]
ac=b?
Nota: solucién del sistema despejamos en la 22 : b=-2c, sustituimos en la 1% a-4c=2—=a=2+4c
Sustituimos ambos valores en la 3% (2+4c).c=(-2¢)*=> 2c+4c? =4¢?> > 2c=0=>c=0;=
b=-2c=0y a=2+4c=2.

all - Sia=1 RgA=1
17.a) A=| 1 a 1 |;|A|=a*-3a+2=0= { a—_—2 Si a=-2 RgA=2
11a B Si a#1lya=+-2RgA=3
a 2 2 .
_ IAl=9a2.Q— a=2 Sia=2 0 a=-2 RGA=2
b) A= 2 a a | |A[=2a"8 02{ a=-2 Sia+2ya+-2RgA=3
1-11
11 x - —
O)AS 0 x 1-x ||A=-3x+3=0mx=1 o XTTROA=2
1.2 «x Six+ 1 RgA=3
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111 ac1 Si a=1 RgA=1
dA= 1al |AF$¥ﬂﬂﬂb{a:; Sia=-1 RgA=2
11a? B Sia+1lya=+-1RgA=3
112 0 1
e) A=l m 1 -1 m-2 | Partimos del menor 11 +0 lo orlamos con la 12 columna
3m1l1 m-2
112 . 12 0
m1 -1 —2m2—8=0:>{ B lo orlamos con la 32 columna| 1 -1 m-2 | =
m=-2
3m1 m 1 m-2
Si m=2 RgA=2
=mgZ- +4= =
m?*-4m+4=0=-m=2. Por lo tanto Si m+ 2 RgA=3
1 1 0 1 01
A=l 0 m 1 0 |Partimos del menor 10 +0 lo orlamos con la 12 columna
11+mm m+1

10 1 1 0 1
01 0 |[=m=0Loorlamosconla2®columnal] m 1 0 |=m?=0=m=0
1mm+l l1+mmm+1
si m=0 RgA=2
Por lo tanto Si m+ = RgA=3
3 a 2 a-1 > _s5
g)A=| 2 -5 3 1 | Partimosdel menor 13 + 0 lo orlamos con la 3% columna
1 3 a+1 -4
3 a 2 a—_5
2 -5 3 =—2a2—14a—20=0:>{ - Lo orlamos con la 42 columna
a=-2
1 3 a+1
3 a a-1 .
=-2 RgA=2
2 -5 1 |=20a+40=0=a=-2Por lo tanto S.'a d
Sia+-2 RgA=3
13 -4
l1+a 1 1 1
hy A= 1 1+a 1 1 Como no hay ningun menor distinto de 0, para cualquier
1 1 1+a 1+a?

valor de a, partimos del menor principal

l1+a 1

lo orlamos con la 32 columna
1 1+a

lo orlamos con la 42 columna

a=-3

l+a 1 1 .
1 1+a 1 :a3+3a2:0:>{ B
1 1 1l+a
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l+a 1 1
1 1+a 1 =a4+2a3+a2=0:>{
1 1 1+a?

a=0
a=-1

Si a+0 el RgA=3, al ser distinto de cero alguno de los 2 menores de orden 3

1111
Si a=0 estudiamos la matriz: para=0 A=| 1 1 1 1 | por lo tanto si a=0 RgA=1.
1111
1 a -12 5 1 1 a -1
A= 2 -1 a 5 ‘1 10 +0 Lo orlamos con la 3 columna| 2 -1 a |=a?+2a-15=0
110 61 110 -6
1 a2 .
=— si a=3 RgA=2
a=-5 lo orlamosconla42C.| 2 -1 5 |=3a-9=0=a=3Por lo tanto: _ J
a=3 sia+ 3 RgA=3
1101
1 a -a3
))A=| a -1 a 2 | Alno encontrar ninglin menor que sea distinto de cero para cualquier
-a-11 2
. . 1 a . a
valor de a, partimos del menor principal 4 -1 lo orlamos primero con la 32 columna
1 a -a -
a -1 a :—a3+a2+a—1:0:>{ a—_—l lo orlamos ahora con la 42 columna
-a-11 B
1 a3 a-0
a -12|=-4a’-6a=0= -
a=-3/2
-a -1 2

Por lo tanto para cualquier valor de a alguno de los menores de orden 3 es distinto de cero. En
consecuencia RgA =3 vae R

-1 0 O
18. (Sol: A%=-1-|A%=|AP=]-1|=-15|A[=-1% 0 = RgA=3. |A¥|=|A[X=(-1)*=1. A:[ 0 1o ]
0 0 -1

2 -1 2

19. La matriz no tiene inversa si su determinante es igual a cero. Calculamos| -2 x 6 |=
1 3 2x

=4x?-6-12-2X-4X-36=4x?-6X-54=0=> { );:_Si/: Para esos valores la matriz no tiene inversa

111 2 1 -1 2 1 2 12 0
20. At=| 2 -1 1 [;Bt=| U7 37 -7 | Cl=| 12 12 12 ;D‘lz[ 0 1/2]
101 -3/7 217 307 11 2

21. Hallamos el |A|=1+0= A tiene inversa. Por tanto:
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XA-C=B=>XA=B+C=>XAA1=(B+C)A! =X=(B+C)A
Hallamos A®:

ax =—

axn =—

N N S N SRS
N R O©ON ©N

azs =-

-2 1 0
15 -3 -1

1

11 12 8]

69 —14 6]

7 -3 -3

22. X=A'B; Alz[ -11 0 -2 -1 2

-1 -2 1

.

24. X=A"(2C-B); A'l——%[ o ]; x:[

-1 0 1

h

23. X=A(2C+B); A'lzé[
-2

o w o
N O O
AN w
w w N
N O -

|

5/2 -3/2 2
32 12 1

DETERMINANTES
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