IES RAFAEL PUGA RAMON SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

TEMA 111 : SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

Definicion

Se llama ecuacion lineal sobre el cuerpo de los numeros reales a toda expresion del tipo:
Xy taXot....... +aX,=b en la que los nimeros a; ( coeficientes) y b ( término independiente)
son nameros reales conocidos y los x; (incégnitas o variables) son indeterminados.

Ejemplo: 2x+3y-2z=4

Definicién
Dada la ecuacion lineal a;xi+asXo+....... +a.X,=b llamaremos solucién de dicha ecuacion a toda
enepla de nimeros reales (s;, Sz, ...... ,Sr ) €R" tal que al tomar x;=S; , Xo=S , ..., Xn=Sn S€

satisface la igualdad, es decir  a;S;tasSy+......+a:S,=b

Por ejemplo: dada la ecuacion x+y-z=0 las ternas (0,0,0), (1,1,2), (-1,1,0), etc son soluciones
de dicha ecuacion. La ecuacion tiene infinitas soluciones de las que las ternas dadas son
algunos ejemplos.

Las soluciones de una ecuacion pueden obtenerse facilmente, hay tres casos:

Caso 1: " alguno de los coeficientes es no nulo”
Se despeja la inconita con coeficiente no nulo en funcién de las demas
Ejemplo: 3x-y+z=5 = 3x=5+y-z > x=5/3+y/3-z/3 ; para cada valor de y, z obtenemos un
valor de x, estos tres valores forman una solucion de la ecuacion. Asi para y=1, z=1= x=5/3
con lo que (5/3,1,1) es una solucién particular de la ecuacion
Al conjunto de todas las soluciones de la ecuacion se le llama solucién general. En
nuestro caso la solucion general vendria dada por:
Xx=5/3+1/34-1/3p
y=~4
2=

Para cada valor de los parametros A y 3 se obtiene una solucion particular

Caso 2

Todos los coeficientes ai=0 y b+0 , entonces la ecuacion es del tipo 0x;+0X,+....+0x,=b+0

No hay ninguna enepla de nimeros reales que verifique esto, por lo tanto la ecuacion no tiene
solucion

Caso3
Todos los coeficientes ai=0 y b=0 entonces la ecuacion es del tipo 0x;+0x,+....+0x,=0 =
cualquier enepla de nimeros reales es solucién de la ecuacion

Sistemas de ecuaciones lineales

Un sistema de ecuaciones lineales es un conjunto finito de ecuaciones lineales con las mismas
incognitas

A X HapXot....... +a1an:b1

anXitanXot....... +anXn=h Sistema de m ecuaciones y n incégnitas

Definicion Una enepla (1, Sz, ...... ,Sn ) €R" es una solucion del sistema si es solucion de
todas las ecuaciones lineales que lo componen, se suele llamar también solucion particular. Al
conjunto de todas las soluciones se le llama solucion general o conjunto solucion.
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Ejemplo:
3
X+y-z=1 X=1-y+z X=1-y+z X=1-y+z X=7
{ X-y+z2=2 3{ 3A-y+2)-y+z=2 3{ —dy+4z=-1 - 4z =-1+4y - z:"71+y -
X=73
y=24 Esta es la solucion general del sistema, para cada valor de . obtenemos una

solucién particular. Asi, para 2=0 obtenemos la solucion (3/4,0,-1/4);
para 2=1 obtenemos la solucién (3/4,1,3/4) ; etc

Definicion

Un sistema de ecuaciones lineales se llama compatible si posee al menos una solucion , en caso
contrario se llama incompatible.

Ejemplo: El sistema obtenido en el ejemplo anterior es compatible.

. =1 . . .
El sistema Xryrz es incompatible ya que al solucionarlo obtenemos:
2X+2y+22=3
X+y+z=1 X=1-y-z X=1-y-z X=1-y-z
{2x+2y+22:3 3{ 201-y-2)+2y+2z=3 3{ 2-2y-2z+2y+25)=3 0=1 Dado

que la 22 ecuacién no tiene solucion el sistema es incompatible.

Notacidn matricial de un sistema

Dado el sistema

A X HapXot....... +a1an:b1

anXitanXot....... +anXn=h Sistema de m ecuaciones y n incégnitas

a1l aA12 ... ain X1 b1
azr Az ... a X b . -
A=| 72 an X=[ " | B=| "% |EI sistema puede escribirse como un
am]_ amz ....... amn Xn bm
a1l aA12 ... ain X1 b1
producto de matrices | &% &2 = 8 || X2 | | P2 | g pien AX=B
am]_ amz ....... amn Xn bm
En estas condiciones una enepla (' s; ,S; ,......, Sn ) Sera solucién del sistema si al considerar la
S1
. S .
matriz | °° |se verifica AS=B

Sn
La matriz A recibe el nombre de matriz de los coeficientes o matriz del sistema
LLamaremos matriz ampliada a la matriz:

a1l aA12 e a1n b 1

do1 A2 ... ars b2
AM= "

am]_ amz ....... amn bm

Si el sistema AX=B es cuadrado (mismo nimero de ecuaciones y de incdgnitas) y |A0 la
matriz A tiene inversa y una de las formas de resolver el sistema seria tratarlo como una
ecuacion matricial. Es decir, X=A".B.
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SISTEMAS HOMOGENEQOS

Definicién
Un sistema de ecuaciones se dice homogéneo si todos sus terminos independientes son iguales
a cero :AX=0

Proposicién

Un sistema homogéneo es siempre compatible

Demostracion

En efecto, la solucion (0,0,....,0)eR" es solucidon del sistema y en consecuencia este es
compatible por tener al menos una solucién.. Dicha solucién se denomina solucion trivial,
cualquier solucidn distinta de esta se llamara solucion distinta de cero o no trivial.

Proposicién
Dado el sistema homogéneo AX=0 Si(s:, Sz, ...... ,Sn ) €s solucion del sistema también
AS1, 82, e ,Sn ) €s solucién del sistema

En consecuencia, si un sistema homogéneo tiene alguna solucion distinta de la trivial tendria
infinitas soluciones.

Es decir, un sistema homogeneo puede tener solucion unica (la trivial), y se llamara
determinado, o tener infinitas soluciones, le llamaremos indeterminado

X+y+z=0 X=-y-12 X=-y-12 x=0
Ejemplo 1: Resolver el sistema { 2x-3y+z=0 =9{ 2(-y-2)-3y+z=0 =4 -5y-z=0 =1 z=0 SCD
X—4y+z=0 -y-z-4y+z=0 —5y=0 y=0
X+y—-z=0 X=-y+12 X=-y+12
Ejemplo 2: Resolver el sistema { 2x—3y+z=0 =1 2(-y+2)—-3y+z=0 ={ -5y+3z=0 =
5x—-5y+z=0 5(-y+2)-5y+z=0 -10y+6z=0
( x:—y+% N X =2/3
R A 53y >4 y=4 SCI
3 1=> 2=5/3)
0=0
Definicién

Dado un sistema de ecuaciones lineales, llamaremos sistema homogéneo asociado, al sistema
que se obtiene a partir del dado, sustitiyendo todos los términos independientes por ceros Ej:

2X+3y—-2=5 2X+3y—-2=0

X+y=0 -9 X+y=0
-3X+y=-4 -3x+y=0

Sistema original Sistema homogéneo asociado

NATURALEZA DE LAS SOLUCIONES DE UN SISTEMA

X=2y+z=4 o sistema hogéneo asociado { X~ %Y +2=0
X+y+z=1 y g 3X+y+z=0

Vamos a resolver ambos sistemas e intentar deducir alguna relacion entre sus respectivas
soluciones.

Consideremos el sistema {
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X—-2y+z=0 X=2y-1 X=2y—-12 X=2y—-z2 x=—3y
3X+y+z=0 :{ 32y-2)+y+z=0 3{ :{ -

X+y+z=1 3(4+2y-2)+y+z=1

x=—2_2,
—2

{ X—=2y+z=4 3{ X=4+2y-z :{ x:4+3y—z 3{ X:41;“2y7—2 :{ );:_11%_?1 N
Si en la solucién general hacemos 2=0 obtenmos la solucion particular

{ z:7+ 1y

(-3/2,0,-11/2), si a esa solucion particular le sumamos las soluciones de su sistema

homogéneo asociado obtenemos, como puede observarse, la solucion general.

Esta relacion entre las soluciones de un sistema y las de su homogéneo asociado queda

descrita en el siguiente teorema

Teorema

Dado un sistema de ecuaciones lineales, AX=B compatible, el conjunto de soluciones del
sistema puede obtenerse sumando a una solucion particular todas las soluciones de su sistema
homogéneo asociado AX=0.

NOTA:

Como habiamos visto antes, un sistema homogéneo unicamente puede tener solucién Unica o
infinitas soluciones. Por ello teniendo en cuenta el teorema anterior, cualquier sistema
compatible tendrd también una sola o infinitas soluciones dependiendo de como sea su
homogeéneo asociado.

Es decir: un sistema compatible tendra:

a) solucion unica si el sistema homogéneo asociado tiene como Unica solucion la trivial

b) infinitas soluciones si el homogéneo asociado tiene alguna solucidén distinta de cero.

Definicion
Un sistema compatible se dice determinado si tiene solucién Unica e indeterminado si tiene
infinitas soluciones.

CLASIFICACION DE LOS SISTEMAS
De acuerdo con sus soluciones un sistema puede clasificarse segun el siguiente esquema:

Compatibles Determinados (solucion Gnica)
(con soluci6n) Indeterminados ( infinitas soluciones )

Sistemas .
Incompatibles

(sin solucién)

Ejemplo: Clasificar el sistema{ XIX;ZZ
X=4
X+y+z=2 _ | x-l+x+z=2 _ | z=8-2 _ y=-1+1 El sistema es compatible
x—y=1 y=1+X y=-1+X 3_9)
z=3-

indeterminado. (infinitas soluciones) Para cada valor de A se obtiene una solucion.
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X=4
La terna (0,-1,3) constituye una solucion particular y ¢ y=4
z=-24

es la solucion general del

sistema homogéneo asociado.

SISTEMAS EQUIVALENTES

Definicion

Dos sistemas de ecuaciones lineales se dice que son equivalentes si tienen el mismo conjunto
solucion, es decir si toda solucién de uno es solucion del otro y reciprocamente

-La cuestion de equivalencia de sistemas es muy importante, pues para hallar las soluciones de
un sistema se suele sustituir este por otro equivalente y mas facil de resolver.
-Se obtienen sistemas equivalentes a uno dado de las siguientes formas:
a) si se despeja una incognita en una ecuacién y se sustituye en las restantes ( es la base
del método de sustitucion)
b) si se sustituye una ecuacion por una combinacion lineal de ella con otras del sistema
(‘es la base del método de reduccion ). Obsérvese que la simple multiplicacién de
una ecuacién por un namero distinto de cero es ya una combinacion lineal y de aqui
que una ecuacion pueda multiplicarse por un nimero distinto de cero, resultando un
sistema equvalente
C) si se aflade 0 se suprime una ecuacion que sea combinacién lineal de las demas. En
particular si una ecuacion es de la forma 0x;+0x,+....+0x,=0 puede suprimirse. Este
método permite eliminar ecuaciones superfluas
d) si se intercambia el orden de las ecuaciones o de las incognitas

METODO DE GAUSS
Dado un sistema de ecuaciones con n incognitas se trata de obtener un sistema equivalente
cuya primera ecuacion tenga n incdgnitas, la segunda n-1, la tecera n-2 y asi sucesivamente
hasta llegar a la tltima .
Una vez realizado este proceso se resuelve la Gltima ecuacion y por sustitucion regresiva se
van resolviendo las restantes (penultima, antepenultima y asi sucesivamente hasta la primera)
Ejemplo 1
X+y—z+t=-8
X—y+z+t=2
X+y+z—-t=6
—X+Yy+z+t=—4

En primer lugar eliminamos x en las ecuaciones E,, E;, y E; mediante las

X+y—-z+t=-8
-2y+2z =10
22 -2t=14
2y +2t=-12

operaciones E,-E; ; Es-E; ; Es#+E; con lo que obtenemos A continuacion
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X+y—-z+t=-8

. . —2y+2z=10 i o
eliminamos y en E, haciendo E,+E, y queda Zzijt 1 Por ultimo eliminamos z de la
22+ 2t=-2
X+y—-z+t=-8
. ) -2y+2z2=10
ecuacion E, restandole E; 572t — 14
4t=-16

Hemos obtenido asi un sistema escalonado equivalente al inicial. Por sucesivas sustituciones se
van obteniendo los valores de las incognitas: De la 42 ecuacidn t=-4; sustituyendo t en la 32,
z=3 ; llevando el valor de z a la 22, y=-2 y por Ultimo sustituyendo t, z e y en la 12 x=1

De igual forma se procederia si el sistema fuese indeterminado, sdlo que en este caso la Gltima
ecuacién tendria mas de una incégnita y la solucion se obtendria dando los valores de una
incdgnitas en funcién de los de las otras.

Una forma mas comoda de utilizar el método de Gauss es mediante la matriz ampliada del
sistema , haciendo en ella ceros escalonados.

En el ejemplo anterior la matriz ampliada y las operaciones que realizamos con ella son:

1 1 -111|-8 11 -11] -8 11 -111]-8 111-1] -8
-1 1 2 0-22 01| 10 0-22 010 0-22 0] 10
1 -1 “loo0o 2 2|14 |00 2 21| 002214
11 1 1|4 02 0 2 |-12 00 2 2| -2 000 4|-16

La dltima fila de la matriz obtenida equivale a la ecuacién 4t=-16 , la anterior a la ecuacion
2z-2t=14 y asi sucesivamente.

Ejemplo 2
x+y-z=1 11 -1]1 1111 11 -1]1 11 11
3X-y+2z=4 ;| 3 -1 2 |4 |~ 045 |1 |~ 0-45|1 G)[ 0 4 5 1]
5x—3y+52=7 5-3 5|7 0-810|2 00 010

(1) La ultima fila puede suprimirse al ser todos sus coeficientes y el término independiente
iguales a cero. Queda por lo tanto el sistema:

=5/4-1/4)

X+y-z=1 X+y-z=1 X =5/4-1/4z N X__51//4+5//4) sCl

4y+5z=1 | y=-14+5/4z | y=—1/4+5/4z y= SR
Ejemplo 3

X+y-2z=1 11 21 11 21 11 2|1

X-y+2z=2 | 1-1 2 |2 0-2 4|1 0-2 4|1 e et g
x-y+22=5 | 3-1 2 |5|7| 0-4 8|2 00 o0lo La ultima fila significa:

2y—4z=3 02 -4/3 02 -4/|3 00 0]4

0x+0y+0z=4 lo que es imposible, por lo tanto el sistema es incompatible.
Ejemplo 4: Discutir y resolver el siguiente sistema segtn los valores del pardmetro m

X+y=1 1 1 0 1 110(1 11 0 1
my+z=0 0 0o m 1 0 ~ Om1]0 |~ Om 1 0
X+(M+1)y+mz=m+1 I m+l m| m+1 Omm|m 00 m-1|m
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Si m=1 la tercera ecuacion quedaria 0x+0y+0z=1, por lo que el sistema es incompatible
Si m=0 la matriz no esta escalonada. Al escalonarla la Ultima ecuacién puede suprimirse al

110 |1 1101 L1 L
quedar 0=0: :{ 00 1 |0 |~ 001]0 [002 0] Por lo que el sistema es
00-1]0 0000
x=1-1
indeterminado y al resolverlo ob‘renemos:{“fz1 :{X:_l_y =1 y=i
z=0 z=0 120
Si m=0 y m=#1 el sistema es compatible determinado. Vamos a resolverlo para estos casos:
11 0 1 Xx+y=1 Xx=1+y x=1-y X=—
Om 1 |0 |=¢ my+z=0 =14 y=-7zm ={ y=-% =4 y=—"%
00 m-1|m (m-1)z=m =74 7= 7=

Ejemplo 5: Discutir y resolver el siguiente sistema en funcion de los valores del pardmetro k

X+y+kz=1 1 1 k 1 11 k 1
kx+(k-1)y+z=k ;| kk=11| k |~ 0-11-k*|O
X+y+z=k+1 1 1 1] k+1 00 1-k |k

Si k=1 el sistema es incompatible al ser la Gltima ecuacion 0=1
Para k+1 el sistema es compatible determinado. VVamos a resolverlo para esos valores:

X=1-y—kz k3 —kZ—2k+1
11 k 1 X+y+kz=1 X=1-y-kz (1—yk2)k X=1kar
0-11-K |0 =) y+(1-kz=0 =1 y=(1-kK)z =1Y="q_f = y=(L+kk
00 1-k |k 1-kz=k 7=+ k __k
(v K =71 % =Tk

TEOREMA DE ROUCHE- FROBENIUS

Un sistema de ecuaciones lineales es compatible si y solo si se verifica que el rango de la
matriz de los coeficientes es igual al rango de la matriz ampliada. Supuesto que esto ocurre, el
sistema sera determinado si el rango es igual al nimero de incognitas e indeterminado en caso
contrario.

Sirg (A) = rg (AM) = n° incdgnitas el sistema es compatible determinado
Sirg (A) = rg (AM) < n° incdgnitas el sistema es compatible indeterminado
Sirg (A) #rg (AM) el sistema es incompatible

NOTA: El teorema de Rouché nos da un método para discutir un sistema pero no para
resolverlo. Sin embargo, EI método de Gauss sirve para resolver y discutir el sistema al mismo
tiempo.

2X+3y+z=4
Ejemplo 1: Discutir el sistemay x-2y+z=-2
8x+5y+5z=1
Debemos estudiar el rango de la matriz A del sistema y de la matriz Ampliada AM
2 31 ) 2 31
A=| 1 -2 1 |Partimos del menor L o |*0Oyloorlamos| 1 -2 1 =0 Por tanto RgA=2
8 55 8 55
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2 31| 4
AM=[ 1 21| -2
[ 8 531
que, en este caso podria orlarse de dos formas distintas. La primera forma coincide con la
realizada en Ay ya sabemos que da cero. Procedemos a orlarlo de la segunda manera posible:
2 3 4

s| 1 -2 -2 | =0 Por lo que RgAM=3. En consecuencia RgA+ RgAM= Sistema Incompatible
8 5 1

Dado que AM contiene a la matriz A podemos partir del mismo menor

3X+2y-z=1
Ejemplo 2: Discutir el sistema { 4x+y+z=5
—2x-3y+3z=3

3 2 111
AM:[ 4 1 1|5 ] Partimos del menorr +0 Lo orlamos de la Unica forma posible en

-2 -3 3|3
3 2 -1
A:| 4 1 1 |=0 Por tanto RgA=2. Orlamos ahora el menor de la otra forma en que es
-2 -3 3
3 21
posibleenla AM:| 4 1 5 |=0Enconsecuencia RgAM=2
-2 -33

Por lo tanto RgA=RgAM=2<n° incognitas= Sstema compatible indeterminado.

X+y—-z=1 1 1-11
Ejemplo 3: Discutir el sistema{ x+2y+z=2 ;AM= 1 2 1 | 2 |Partimos del menor
—-3X+y+2z2=-5 312 |5
11 . : 11l . .
15 +0L0 orlamos de la Unica forma posible en A: 13 i ; =0 Esto quiere decir que

RgA=3, por lo tanto RgAM también ha de ser 3 ya que no puede ser mayor al no tener mas
que tres filas. En consecuencia: RgA=RgAM=3=n° incognitas = S.C.D.
X+y=1
Ejemplo 4: Discutir el sistema my+z=0 segn los distintos valores del
X+(M+1)y+mz=m+1

parametro m.

1 1 0 1
AM:[ 0 m 1 0 ] Partimos del menor =1y lo orlamos de la Unica forma

I m+1l m| m+1

10‘

1 1 0

posible en A{0 m 1 :mz—m:0:>{ mfg
1 m+1l m

restantes valores de m RgA=3y por lo tanto también lo es RgAM

Para m=0 6 m=1 de m RgA=2, para los

Orlamos el menor de partida de la otra forma posible en la matriz AM
1 0 1
m 1 0 |=m?=0=m=0 En consecia para m=0 RgAM=2
m+1 m m+1
Resumiendo: si m=1 RgA=2 y RgAM=3 S.I.
Si m=0 RgA=RgAM=2<n° incognitas. S.C.I.
Si m+0ym+1 RgA=RgAM=3=n° incdgnitas. S.C.D.
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REGLA DE CRAMER

Consideremos el sistema AX=B de n ecuaciones lineales y n incognitas.

El sistema es compatible determinado < | A|+0 Yy en este caso la solucion del sistema viene
|A |A;| |Anl

dada por Xy == (1 Xo = 5 ererennn. . Xn =
POTXa = a1 X2 = "= Al

reemplazar la columna i de la matriz A por la columna de términos independientes.

Siendo A la matriz que se obtiene al

A este tipo de sistemas se les conoce con el nombre de sistemas de Cramer

NOTAS:
vLa regla no nos dice nada sobre la compatibilidad del sistema en el caso de que | A | =0
vLa regla s6lo nos habla de sistemas del mismo nimero de ecuaciones que de incdgnitas

11-1 11-1
221 121
X+y-z=1 11-1 31 -1 23 1 .
Ejemplol ;4 x+2y+z=2 ;|12 1 :3:>X:T:2;y:T:_?
2X+y—-2=3 21-1
111
122
,_1213] 2
B 3 -3
NOTA

La regla de Cramer puede también aplicarse a sistemas compatibles determinados con méas
ecuaciones que incégnitas después de eliminar las ecuaciones superfluas

Ejemplo2 :
2x+3y=5 5 3 2 3 5
x—5y =4 ‘ 15 ‘ =-13+0;| 1 -5 4 | =0=rg(A)=rg(AM)=2
4x +6y = 10 4 6 10

Eliminamos la Gltima ecuacién dado que es dependiente de las demas y aplicamos Cramer al
sistema resultante

‘5 3‘ ‘25‘
2x+3y=5 |40 .
x-by=4 = 3 ~13'YT 18 ~1

w

w

NOTA

En el caso de sistemas indeterminados, una vez eliminadas las ecuaciones superfluas y
trasladando a los términos independientes las incognitas que no intervienen en el rango, puede
utilizarse Cramer para obtener el valor de las otras incognitas en funcion de estas.
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Ejemplo 3:

3X+2y-z=1 39 32-1
AX+y+2=5 ; ‘4 1‘:—5#&0; 41 1 |=0=rg(A)=2;
x+3y =6 730

321

4 15| =0= rg(AM)=2 El sistema es por lo tanto compatible indeterminado
736

La ultima ecuacién es dependiente de las otras dos por lo que la eliminamos y fijandonos en el
menor de orden 2 +0 vemos que la incognita que no interviene en dicho menor es la z.
Trasladamos dicha incégnita a la columna de términos independientes, obteniendo:

‘ l+az 2 ‘ ‘ 31+z
{3x+2y:1+z - S-z 1| 943z, |45 11-71
4x+y=5-z ' -5 -5 YT -5 - -5
x=¢ - 2)
Soluciény y ==+ £/
Y)

Ejemplo 4.
Discutir el siguiente sistema segun los valores del parametro a, resolverlo para todos los casos

X-y=2
en que sea compatible: < ax+y+2z=0

X-y+az=1

1-102
La matriz ampliadaasAM=| a 1 2 0

l1-1al
Partimos del menor _1 2 + 0, por lo que el rango minimo que puede tener la matriz A es 2

1-10 a=0
Lo orlamos de la Unica forma posibleen A: | a 1 2 |=a’+a=0= { 3 ___1
1-1a
-102
Lo orlamos ahora de la otra forma posible en lamatriz AM | 1 2 0 |=2a+2=0=a=-1
-lal

Por lo tanto:

Sia=0rgA=2 yrgAM=3 Sl
Si a=-1 rgA=rgAM=2 SClI
Sia+0y a+ -1 rgA=rgAm=3 SCD

Pasamos ahora a resolver el sistema y hemos de hacerlo por separado en los casos
determinados e indeterminados
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Para a=-1 rgA=rgAM=2 SCI. Sustituyendo a por ese valor el sistema queda
X-y=2
—X+y+22=0 Como el rango es 2 debemos eliminar la ecuacion supérflua ( eliminamos
X-y—-z=1
la tercera porque es la que no intervino en el rango). Por tanto el sistema queda:

X=A
X—y=2 Resolviendolo tenemos la solucion general: § y=-2+1
—X+y+2z=0 o1

Para a+0 y a+ -1 rgA=rgAm=3 SCD ( se trata de infinitos sistemas, uno por cada valor de a,
que tienen todos ellos solucién Unica. Es evidente que por tanto la solucion debera quedar
también en funcion del pardmetro a). Al ser sistemas compatibles determinados los
resolvemos utilizando la regla de Cramer. Asi

2-10 120
012 a2
el P tal 2a+2 2. y= l11la] _pa2412 -2(a-1)
A az+a & A az+a a
1-12
10
N RS |
|A| T a2+a 4

EJERCICIOS (soluciones al finalizar los enunciados)

CUESTIONES

3X—-2y+z=5
6x—4y+z=4
a)Afadir una ecuacion lineal de modo que el sistema resultante sea incompatible
b)Afiadir una ecuacion lineal de modo que el sistema resultante sea compatible
indeterminado
c)Afadir una ecuacion lineal de modo que el sistema resultante sea compatible determinado
Interpreta geométricamente lo que has hecho en cada caso
2.-¢Puede un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incognitas tener exactamente dos
soluciones? ¢ Y uno de tres ecuaciones con tres incognitas? ¢Puede un sistema de dos
ecuaciones lineales con tres incognitas tener solucion Gnica? .
3.-Razonar sin resolverlo si el siguiente sistema de ecuaciones es incompatible, determinado o
X+2y=4
2x+4y =4
4.-Si en un sistema de ecuaciones lineales hay tantas ecuaciones como incognitas entonces es
determinado. ¢, Es cierta esta afirmacion?
5.-Si un sistema de ecuaciones lineales tiene mas ecuaciones que incognitas ¢ Es
necesariamente incompatible?

1.-Dado el sistema {

indeterminado {
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6.-Si un sistema de ecuaciones lineales tiene mas incognitas que ecuaciones ¢ Es
necesariamente compatible?

7.- ¢ Qué se puede decir de un sistema de ecuaciones lineales compatible si tiene mas
incdgnitas que ecuaciones?

2x+y=4
8.-Sin resolver clasifica el siguiente sistema X+z=4
3X+y+z=8

9.-En un sistema de dos ecuaciones lineales con 2 incognitas los coeficientes y el término
independiente de la primera ecuacién son proporcionales a los correspondientes de la
segunda ¢, Cémo es el sistema?

10-En un sistema de dos ecuaciones lineales con 2 incégnitas, los coeficientes de la primera
ecuacién son proporcionales a los correspondientes de la segunda, pero no los términos
independientes ¢ Como es el sistema?

11.-Comentar la siguiente afirmacion: “ Dos sistemas de ecuaciones equivalentes tienen
siempre el mismo nimero de ecuaciones y de incognitas”

12.-Si a un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas, incompatible, le agregamos una
tercera ecuacion, ¢podriamos lograr que sea compatible determinado? ¢ e indeterminado?
Justifica la respuesta

13.-Si a un sistema de dos ecuaciones con dos incdgnitas compatible indeterminado, le
agregamos una tercera ecuacion, ¢;podriamos lograr que sea compatible determinado? ¢y
que siga siendo indeterminado? ¢ E incompatible? Justifica la respuesta

14.-El determinante de un sistema de igual nimero de ecuaciones que de incognitas es igual a
cero. ¢, Puede ser el sistema incompatible? ¢, y compatible determinado?

15.-Si el rango de la matriz de los coeficientes de un sistema de tres ecuaciones con tres
incognitas es igual a dos, ¢ puede ser compatible el sistema? ¢ Puede ser compatible y
determinado? ¢ Puede ser incompatible?. Razona las respuestas a poder ser con ejemplos
concretos

16.-Un sistema de tres ecuaciones con dos incdgnitas ¢, puede ser compatible determinado? En
caso afirmativo poner un ejemplo

17.-El rango de la matriz de los coeficientes de un sistema de tres ecuaciones con tres
incognitas es 1 ¢ Qué rango puede tener como maximo la matriz ampliada?

18.-Un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas es homogéneo y el rango de la matriz de

los coeficientes es 2. Si se interpretan las ecuaciones como rectas ¢ tienen algin punto

comun?. Razona la respuesta.

19.- Sean Sy S’ dos sistemas de dos ecuaciones con dos incégnitas que difieren Unicamente
en los términos independientes. Si S tiene infinitas soluciones ¢ Puede S’ tener solucion
Unica? ¢Puede S’ ser incompatible?. Razona las respuestas

20. Obtener la condicién para que la suma de dos soluciones de un sistema sea tambien
solucion del mismo. ¢, Es condicién necesaria y suficiente?

21.-Sea S un sistema de m ecuaciones y n incdgnitas compatible y determinado. Sea S' el
sistema que se obtiene a partir de S eliminando una de sus ecuaciones. Contesta
razonadamente a las siguientes cuestiones:

a. ¢Puede ocurrirquem<n

¢Puede ser S' equivalente a S?

¢Puede ser S' incompatible?

Si m=ny S'es compatible ;Es S' determinado o indeterminado?

La misma cuestion del apartado anterior pero siendo m >n

o 0T
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22. En un sistema de igual nimero de ecuaciones que de incdgnitas, el determinante de la
matriz de los coeficientes es igual a cero. ¢Puede ser compatible? ¢;Se puede aplicar la
regla de Cramer?

23. El rango de la matriz de los coeficientes de un sistema homogéneo de cuatro ecuaciones y
tres incognitas es igual a tres ;Qué puedes decir de su solucion? Razona la respuesta.

24. Si A'y C son matrices inversas y |A|=4 ¢Cuanto vale |C|? ;Qué puedes decir del sistema de
ecuaciones lineales AX=B ?

25. Si dos sistemas de cuatro ecuaciones lineales con cuatro incognitas AX=B y AX=B’ tienen
una misma matriz de los coeficientes A, ¢puede ser incompatible uno de los sistemas si el
otro es compatible determinado? ¢y si el otro es compatible indeterminado?

EJERCICIOS
1.- Discutir y resolver cuando sea posible, por el método de Gauss, los siguientes sistemas:
2x-y-z=1 X+y+2z=1 x+2y-z=1
X+y+z=-1
a)y X+y—2z=4 b) X—y—-z=4 C)
X—y+z=-8 5x—y+z=14 —Sx-32=3
y+e= y+e= 7X+4y+2=3
X+y—-2=2 X—3y+4z=0 bx+y+z=1
mx+y+z=1 2x-y-3z=0
d) e) )y x+by+z=Db
X-y+3z=1 3X-2y+z=0 X4V + bz = b?
AX+2y=m 4x—-5y+52=0 y+bz=
X+y+z+t=1
) X+ky+kz+kt=1
g X+ky+2z+4t=1
X+ky+2z+3t=2
X+2y=a
2.- Hallese la relacion entre a y b de forma que sea compatible el sistema{ 3x—-y=a-b
X-y=4

(M2-x+(Mm+1)’y=m+1
M+x+(M-1)y=m+1
y resolverlo en los casos de compatibilidad.

3.-Dado el sistema { Discutirlo para los distintos valores de m

X+y=1
4.-Discutir segun los valores del parametro el sistema: y+z=0
X+(1+ty+tz=t+1
5.- Discutir segun los valores de los parametros los siguientes sistemas y resolverlos cuando

3x—ay+3z=4 ax+y+z=a? X4 2y+2=0
sea posible: a) ax+y-z=2 b) x-y+z=1 )4 2x—y—3z=0
X-y+z=1 X-y-z=1 3x+y+az=0
ax+4y—-z=5 6Xx—-y+z=23a
5x—-11y+9z=a ax+2z=0 X+y+z=1
d)y x-3y+5z=2 e) ay-z=0 f)4{ x+(1l+ay+z=2a
2X—4y+271=1 >x+3y+z:5 X+y+(1+a)z=0
11x+7y+172=0 ax+y-z=1
)] X—-y+mz=0 J)1 x—ay+z=4
2X+my—-z=0 X+y+az=>b
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6.- Estudia para que valores de k se puede aplicar la regla de Cramer a los sistemas:

X+2y-z=1 X+3y+22=-2
a)y 2x-y+z=5 b) 2x+y—-z=1 . Resuélvelos por dicho método en todos
X+y+kz=7 X—-2y+kz=-1

los casos posibles.

2Xx—my+4z=0
7.-Estudiar y resolver, segun los valores de m, el sistema homogéneo: X+y+7z=0
mx—-y+13z=0
X—12y-3z-3t=5
8.-Resuelve, utilizando la regla de Cramer, el sistema: 2X—y+z+t=2

X+3y+z-t=1
mx+y+z=0
9. Discute, segin los valores del parametro m, el siguiente sistema: y Xx—my—z=1 . Resuélvelo en
2X+y+2=0

los casos de compatibilidad

1 1 0 1
10. Sabiendoque | 0 m 1 O es la matriz ampliada de un sistema de ecuaciones
11+mmm-1

lineales, discutelo, por el método de Gauss, para los distintos valore del parametro m.

SOLUCIONES:
Cuestiones:

1. a) Basta afiadir una ecuacion en la que los coeficientes de las incognitas sean combinacion
lineal de las 2 ecuaciones que tenemos y que en la que el término indeendiente no siga la
misma proporcionalidad. Ejemplo: 9x-6y+2z=1
b) Basta afiadir una ecuacion que sea C.L. De las otras dos. Ejemplo: 6x-4y+2z=10
c) Habria que afiadir una ecuacién que fuese linalmente independiente con las otras dos.
Ejemplo: 3x+y-5z=1
Geométricamente tenemos 2 planos que se cortan en una recta r. En el apartado a afiadimos
un plano que corta a los otros dos en rectas distintas: s y t (por lo que los tres planos no
tienen puntos en coman), en el caso b afiadimos un tercer plano que corta a los otros dos
en la misma recta r (por lo que todos los puntos de r son comunes a los tres planos), en el
caso ¢ afiadimos un plano que corta a los otros dos en un mismo punto ( dicho punto es la
Unica solucién comdn a los tres).

2. A) No, los sistemas de ecuaciones lineales pueden tener 1 solucién, infinitas o no tener
solucion.

B) La msma contestacién. C) No. Si teiene 2 ecuaciones el RgA puede valer 1 o0 2, en
cualquier caso menor que el nimero de incognitas. Por tanto, serd SCI si rgA=rgAM y S si
rgA<RgAM

3. El sistema es incompatible al ser RgA=1 y RgAM=2
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4. No. Solo seria determinado si el rango de la matriz de los coeficientes es igual al nimero de
incognitas y el hecho de que el nimero de ecuaciones coincida con el nimero de incdgnitas
no garantiza que el RgA también coincida.

5. Falso, aunque el nimero de ecuaciones sea mayor que el nimero de incognitas el RgA

X+y=4
puede ser igual al RgAM. Ejemplo: 1 3x+2y=1 La tercera ecuacion es combinacion lineal
4x+3y=5
de las otras dos.
. . X+y+z=3 _ _
6. Falso, puede ser RgA<RgAM . Ejemplo: { 2x+2y+22-1 RgA=1y RgAM=2

7. Que es indeterminado ya que RJA=RgAM (por ser compatible), menor que el nimero de
incdgnitas al serlo el nimero de ecuaciones.

8. SCI RgA=RgAM=2<n® incognitas. Al ser la tercera ecuacion combinacion lineal de las
otras dos: 3**=1°%+28

9. SCI ya que RGA=RgAM=1<n° incognitas

10. S.I: RgA=1 y RgAM=2

11. La afirmacion es falsa ya que obtenemos un sistema equivalente si afiadimos una ecuacion
que sea combinacion lineal de las demas, por lo que dos sistemas equivalentes pueden tener
un numero diferente de ecuaciones. La afirmacion en cambio si es cierta en lo que se refiere
al nmero de incdgnitas; dos sistemas equivalentes tienen las mismas soluciones y por tanto,
si las soluciones de una de ellos pertenecen a R", entonces las soluciones del segundo
también pertenecen a R", lo que es egivalente a decir que ambos tienen n incégnitas.

12. Que el sistema de partida sea incompatible significa que no hay ninguna solucién que
satisfaga a la vez las dos ecuaciones del sistema, por lo tanto no podemos lograr que esas
dos ecuaciones tengan una solucién comun al afiadir nuevas ecuaciones. En consecuencia el
nuevo sistema seguira siendo incompatible, no puede ser compatible determinado ni
indeterminado.

13. Nos estan diciendo que RgA=RgAM=1. Si agregamos una ecuacion linealmente
independiente de las demas el sistema seria compatible determinado. Si la ecuacion que
afiadimos es combinacion lineal de las otras dos el sistema seguria siendo indeterminado.
Por dltimo, si afladimos una ecuacion cuyos coeficientes son combinacién lineal de los
coeficientes de las otras dos y cuyo término independiente no sigue la misma
proporcionalidad el nuevo sistema seria incompatible. Asi pues podemos conseguir
cualquiera de las tres condiciones que nos pide el enunciado.

14. |A|=0= RgA<n° de incognitas. Por lo tanto, el sistema sera SCI si el RgAmM=RgA y S.I: si
RgAM>RgA, pero no puede ser compatible determinado.

X+y+z=1
15. Si, siempre que RgA=RgAM=2, Ejemplo: 1 x-y+2z=3 EI sistema no puede ser SCD al
2x+3z=4
ser RgA<n® de incdgnitas. Puede ser compatible indeterminado como el del ejemplo o
X+y+z=1
incompatible si RgA=2 y RgAM=3 Ejemplo: { x-y+2z=3
2X+32=06
16. Verdadero si RgA=RgAM=2. Es decir, si una de sus ecuaciones es combinacidn lineal de
X-y+2z=1
las demés. Ejemplo { 6x+2y-z=3
X+y+z=4
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17. Como maximo puede ser rgAM=2. La diferencia entre los rangos de Ay AM puede ser
como maximo de 1 unidad ya que la matriz AM se obtiene a partir de A al afiadirle 1 Gnica
columna.

18. Si el sistema es homogéneo rgA=RgAM, como nos dicen que ese rango es 2=n° de
incdgnitas el sistema es determinado, es decir tiene solucién Unica. Pero sabemos que una
de las soluciones del cualquier sistema homogéneo es la solucién trivial. Por tanto en este
caso esa es la Unica solucion que tiene el sistema.

Si se interpretan las ecuaciones como rectas en el plano, dichas rectas se cortaran en el
origen de coordenadas.

19. Si Sy S’ se diferencian Unicamente en los términos independientes, la matriz A de ambos
sistemas es la misma y dado que nos dicen que S es indeterminado el RgA=1. Entonces,
en S’ puede ocurrir: RQA=RgAM=1 SCI o bien RgA=1 y RgAM=2 SI. S’ sin embargo no
puede ser determinado porque para ello deberia ocurrir que RgA=2, lo que sabemos que no
es cierto.

20. Sea el sistema AX=B y sean S; y S, soluciones de dicho Sistema. = { AS1=B - Nos piden

@ | AS,=B
que estudiemos la condicion para que S;+S, sea también solucion del sistema.
S:+S, es solucion del SiStemaoA(S1+Sz)=Bc>A51+AS2=B<§>B+B=BC>ZB=BC>B=OC> el sistema es

hogéneo.
(2) Tenemos en cuenta en esa equivalencia que S; y S, cumplen la expresion (1)

21. Dado que S es SCD y tiene m ecuaciones y n incognitas se sigue que en S RgA=RgAM=n

a) ¢puede ser m<n? No ya que el rgA=n

b) ¢Pueden ser Sy S’ sistemas equivalentes? Si, siempre que el sistema tuviese mayor
namero de ecuaciones que de incdgnitas y la ecuacién que hemos eliminado fuese
combinacion lineal de las demas. Es decir, si hemos elimnado una ecuacion
supérflua.

c) ¢Puede ser S’ incompatible? No. Al ser S compatible hay al menos 1 solucién que
satisface al mismo tiempo a todas las ecuaciones de Sy, por lo tanto, esa solucion
satisface también las ecuaciones de S’ que estan todas ellas contenidas en las de S.

d) Si m=n y S’ es compatible es S determinado o indeterminado? Indeterminado.
Sabemos que, al ser S un SCD, rgA=rgAM=n, si el nimero de ecuaciones también
es igual a n todas ellas son linealmente independientes. Por tanto, al eliminar una
de las ecuaciones para obtener S’ en el nuevo sistema se verificara
RgA=RgAM=n-1<n° de incdgnitas.

e) sim>n S’ podria ser SCD , si la que eliminamos era una ecuacion combinacion lineal
de las demés, o SCI si eliminamos una linealmente independiente del resto.

22. |A|=0= RgA<n® de incognitas, por lo tanto puede ser un sistema compatible o
incompatible, dependiendo del RgAm, pero no puede ser determinado. No es un sistema de
Cramer al ser |A|=0

23. Todo sistema homogéneo es compatible ya que en él RgA=RgAM. Si RgA=3=n°
incognitas el sistema es compatible determinado.

24. |AI=4 y Ay C inversas=A.C=I=|A.C|=|A|.|C|=1=4.|C|=1=|C|=1/4

Dado que nos dicen que A es inversible AX=B=X=A"'B Por lo tanto el sistema es SCD

25. Los sistemas tienen una misma matriz A, si uno de ellos es SCD= RgA=4y por lo tanto el
otro sistema tiene que ser necesariamente compatible determinado, al ser RgA=n°
incognitas. Sin embargo, si uno de los sistemas es SCI querra decir que RgA<4 vy, en
consecuencia, la matriz ampliada del otro sistema puede tener un Rg mayor que el de A .
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EJERCICIOS
X zZ 'y
2 -1-1|1 11 -2 4 11 -2| 4 1211 4
la) 1 1 2| 4 |~ 1 -11|-8|~ 023 |-12|~ 03 —2|-12 |~
1-11|-8 2 -1-1]1 03 3| -7 03 3| -7
X ZYy
1-21 4 -y=5=>y=-5
~ 03 2| -12 |=4 3z-2y=-12=7z=-22/3 SCD Solucion (-17/3,-5,-22/3)
00 -1] 5 X—22+y=4=x=-17/3
11 211 11 21 11 21
b)) 1-1-1]4 [~ 0-2-3[3 [~ 0-2-3]3 :»{ ;iy;f;:_i:;yx:__s//;__f//ZZZZ B)SCI
5 -1 1|14 0-6-9|9 00 010
X=5/2-1/2/
Conjunto soluciony y=-3/2-3/2/
=4
12-1]1 1 2 1|1 12 1|1
3111| 0 5 4 | -4 054 |-4 e .,
C) co03l31701w sls!l1oo olo Sl la dltima ecuacion 0x+0y+0z=4
74 1|3 0 -10 8 | -4 00 0| 4
no tiene ninguna solucién
11 -1]2 1 1 - 2 1 1 - 2
d) m 1l 1 1 5 0O1l-mil+4m| 1-2m 5 0O1l-m1l+4m| 1-2m
1-13]1 0 2 4 -1 0 -2 4 -1
4 2 0 |m 0 2 4 m-8 0 0 0 m-7

Si m=7 el sistema es incompatible al serlo la dltima ecuacion.
Para m=7 el sistema no esta escalonado, procedemos a escalonarlo:

11 -1 2 11 1| 2 11 -1 2
0-6 8 | -13 0-2 4| 41 0-2 4| 41
024|-1|7lo-68|-13|100-4|-10]"
00 0] 0 00 0] 0 00 0] 0

—47=-10=7=10/4=5/2
>4 —2y+4z=-1=y=112 SCD solucién (-1,11/2,5/2)
X+y—-z=2=>x=-1

e) El sistema es homogéneo y por lo tanto es compatible. Tenemos Gnicamente que decidir si
es determinado o indeterminado y hallar su solucion

Xz Yy Xz 'y
1-3 410 1-3 4 |0 1-3 4 |0 1 4 3|0 1 4 3|0
2-1-3|0 05 -11]0 05 -11]0 0-11 5 |0 0-11 5 |0
3211|0107 -11|/0]|]1 07 -12|/0|]0-1271|0|7]70w0 210
4 -5 5|0 07 -11]0 00 0 |0 0 0 010 0 0 010
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2y=0=>y=0
>4 -11z+5y=0=z=0 SCD Solucién (0,0,0)
X+4z-3y=0=>x=0

b11] 1 11b]| b2 1 1 b b2 1 1 b b2
)l 1b1|b |~ 1bl1l|b |~ 0b-11-b |b-b®|~ 0b-1 1-b b —b?
11b| b2 b11] 1 0 1-b 1-b%2 | 1-b3 0 0 2-b-b2| 1-b3—b%+b

b=-2 b=-1
Si b=-2 el sistema es incompatible por quedar la tltima ecuacion 0=-13
Si b=1 el sistema es compatible indeterminado, las filas 22 y 3? se anulan y la primera queda:

2-b-b’=0= { b=1 : 1-b*-b?+b=0= { b=1"En consecuencia:

X=1-1-f
X+y+z=1= y=4 seria la solucion del sistema.
z=p
Si b+1yb+2, el sistema es compatible determinado. Hallamos su soluciéon por sustitucion
_—b-1
=12
regresiva y una vez simplificada queda: y=% 1 >
Z_b2+2b+1
T b+2
11111 11 1 1 |1 11 1 1 |1
)1kkk1 0 k-1 k-1k-10 0 k-1 k-1k-10
9 1x24l1 Ok-1 1 3 |0 0 0 2-k4-k|O
1k23]2 Ok-1 1 2 |1 0 0 2-k3-k|1
11 1 1 |1
0 k=1 k=1 k=1[0| . _ a . - :
0 0 2-kaklolS k=1 la 22 fila se anula y el sistema es SCI. Sustituimos en la matriz
00 0 -1 |1
11111 -1 X=-1-1
- o =
para hallar la solucién 2 ° 9% 2 2|, 2+3t=0=2=3 >y Y
001310 X+y+z+t=1=x=-1- z=3
000-1]1 y = =iy =1

Si k=2 las tltimas 2 filas no estan escalonadas. Al sustituir y escalonar obtenemos:

11111 11111 11111
011110 011110 0111 . . _

~ ~ istema incompatibl
0002 |0 000 -1 |1 000 -1 Sistema incompatible
000-1(1 0002 |0 0000 |2

Si k#1yk=2 el sistema es compatible determinado. Resolviendo por sustitucion regresiva se
x=1

|

. - . - y=
obtiene la siguiente solucion en funcion de k:
1=

~x

2_
4—

N
|
>~

t=-1
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1 2] a
2- AM:[ 3 -1 |a-b | El menor +0 por lo que RgA=2 pues ese menor no puede
1-1| 4

orlarse dentro de la matriz A. EI menor si puede orlarse dentro de la matriz ampliada:
12 a
3 -1 a-b | =-28+a-3b=0 ya que para que el sistema sea compatible el RgAM tiene que ser
1-1 4
tambien igual a 2.= a=28+3b para que el sistema sea compatible.
m2-1 m+1)2 | m+1
[ m+1 m-1 | m+1
de uno cualquiera de ellos, por ejemplo del menor m+1 que solo se anula para m=-1
m2-1 (m+1)2
+1 m-1

} Dado que todos los menores de orden 1 dependen de m partimos

Orlamos el menor de la Unica forma posible en la mtriz A =—4m2-4m=0>

Sim#0y m#1 RgA=2=-RgAM=2
Orlamos el menor de la otra forma posible dentro de la matriz AM:

= { nT: 01 Por tanto si m=0 6 m=-1 RgA=1 (en ambos casos hay algiin menor de orden 10

m2-1 m+1 m=2

m+1 m+1 m=-1

Por tanto: si m=0 RgA=1, RgAM=2 S.I.

Si m=-1 RgA=RgAM=1. S.C.I

Si m#0ym#1 RgA=RgAmM=2 S.C.D

Vamos a resolver el sistema en los casos de compatibilidad:

0x+0y+0z=0 X=2
-2y=0 { y=0

(M2 —x+(M+1)2y=m+1

(M+Dx+(M-1)y=m+1

:m3—3m—2:0:>{

Para m=-1 el sistema queda {

Para m=0ym=-1 el sistema es Resolviéndolo por Cramer y

simplificando se obtiene:

m+1 (m+1)2 m2-1 m+1
_fm+l m-1 | -m®-2m?>-3m-2 _m?+m+2 _| M+l m4l] 3 o3mo2
T —4m2-4m —4m2 —4m - 4m : Y=""am2z—am T amz-am "
_-m*+m+2
- 4m
11 0| 1 11 110
4.1 0 1 1| o0 |Partimosdel menor 01|70 Loorlamosen A| 0 1 1 |=0vteR
11+t t | t+1 11+ttt
1 1 1
Lo orlamos de la otra forma posible en lamatrizAM:| 0 1 0 |=t=0
1 1+t t+1

En consecuencia, para t=0 RgA=2=RgAm<n° incdgnitas S.C.1I.;

para t=0 RgA=2 y RgAM=3 S.I.

5. NOTA: como no nos piden que discutamos o resolvamos los sistemas por ningln método
especifico utilizaremos lo que resulta mas cémodo, esto es: el método de Gauss para
aquellos sistemas en que la matriz Ampliada sea de orden 4x4 y Rouché para discutirlos
cuando el orden de la matriz sea menor que ese resolviéndolos por Cramer cuando sea
posible.
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3-a 3|4 1-11 |1 I 1 1
al -1]2 al -1]2 0 1+a -1-a | 2-a
AAM=1 | 3-a3|4]|] 0-a+3 0 1 o
a4 -1]|5 a4 -1|5 0 4+a -1-a | 5-a
Xz Yy X z 'y X z y
1 1 -1 1 1 1 -1 1 1 1 -1 1
0-1-a 1l+a | 2-a 0-1-a 1l+a | 2-a 0-1-a 1l+a | 2-a
o 0 -a+3| 1 || 0 0 -a+3| 1 |@ 0 0 -a+3| 1 |
0 -1-a 4+a | 5-a 0 0 3 3 0 0 1 1
X z y X z 'y
1 1 -1 1 1 1 -1 1
0-1-a 1l+a | 2-a 0-1-al+a|2-a
o o0 1 1 7o 0o 1 1
0 0 -a+3]| 1 0 0 0 |a-2
(1) Intercambiamos la 22 y 32 columnas
(2) Dividimos la tercera ecuacion por 3
Por tanto si a = 2 el sistema es incompatible al serlo la 42 ecuacion.
Si a=2 El sistema es compatible determinado.
X+y+z=1 x=1
Hallamos su solucién. Para a=2 el sistema escalonado es: i —3y+3z=0 =1 y=1
z=1 z=1
a1 1| a? 1-11 1 1 -1 1 1 1 -1 1 1
b)AM= 11101 ] a1ll a? _ 0 1+a 1-a | a’-a _ 0 2 -4 -2 _
3111 3111 0 2 4 -2 0 1+a 1-a | a’-a
6 -1 1] 3a 6 -1 1] 3a 0 5 -5 3a-6 0 5 -5 3a-6
1 -1 1 1 1 -1 1 1 1 -1 1 1
0 1 -2 -1 01 -2 -1 01 -2 -1
"l 01+a1-a|a?-a | | 0 0 3+a| a?+1 |W| 0 0 15+5a 5a2+5
0 5 -5 | 3a-6 |0 0 5 3a-1 0 0 15+5a | 3a®+8a-3
1 -1 1 1
01 -2 -1
7l 0 0 15+5a 5a2 +5
00 0 —2a2 +8a—8

(1) multiplicamos la tercera fila por 5y la 42 por (3+a)

El sistema solo puede ser compatible si el término indepndiente de la 4% ecuacion se hace cero,

ya que en esa ecuacion se hacen cero los coeficientes de todas las incégnitas.

-2a’+8a-8=0= a=2 Por tanto: si a <2 el sistema es incompatible; si a=2 el sistema es compatible
determinado. VVamos a resolverlo para este valor de a. El sistema escalonado es:

X—-y+z=1 x=1
y-2z=-1 =4 y=1
252=25 z=1

c) El sistema es homogéneo y, por lo tanto, compatible para cualquier valor de a. Estudiamos
el RgA para discutir si es determinado o indeterminado.

1 2 1 1 2 1 2 1
A= 2 -1 -3 +0 Loorlamos| 2 -1 -3 |=-5a-10=0=>a=-2>
2 1
31 a 31 a

Si a=-2 RgA=RgAm=2. S.C.I.
Sia +-2 RgA=RgAM=3 S.C.D. En este caso, al ser homogéneo, la tnica solucién es (0,0,0)
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Vamos a resolverlo para a=-2. En primer lugar eliminamos la tercera ecuacion, por ser la que
no interviene en el menor que nos ha dado el rango, y pasamos la incognita z para el lugar de
los términos independientes (al ser la incognita que no pertenece a ese menor).

X=4
El sistema queda: { o = . | Resolviendolo se obtiene la solucion general: | y=-
y= 2=
5-119 all . . 5-11 9
dAM=| 1 -3 5 2 1 3 |*0 Lo orlamosen A| 1 -3 5 | =0=RgA=2VacR
2 -4 21 2 -4 2
5 -11 a
Lo orlamos de la otra forma posible en lamatrizAM| 1 -3 2 |=-8+2a=0=a=4
2 -4 1

En consecuencia, si a=4 RgA=RgAm=2. S.C.l. Sia=+4 RgA=2y RgAm =3. S.I.

Lo resolvemos para a=4. En primer lugar eliminamos la 3% ecuacion, por ser la que no
interviene en el Rango, y pasamos la incognita z para el miembro de los términos
independientes ( incognita que no pertenece al menor que nos ha dado el rango). El sistema

X=-5/2+71
queda: { 52—;13/;24 _532 Resolviendo se obtiene la solucion general: y=-3/2+4
y= z=2
a0 2|0 0 -1 _ a0 2 as0
e)AM=| 0 a-1]|0 [ 11 |*0 Lo orlamos en la matriz A| 0 a -1 _a2+a_o:{ ae 1
13115 131
Sia=0"0a=-1RgA =2
Si a+0 y a+-1 RgA=3= RgAM=3
a 20
Orlamos el menor de la otra forma posible dentrode la AM: | 0 -1 0 | =-5a=0=a=0
115

Por tanto, si a=0 RgA=RgAM=S.C.I.
Sia=-1 RgA=2 y RgAM=3 S.I.
Si a+0 y a+-1 RgA=RgAM=3 S.C.D.

Lo resolvemos para a=0. Primero debemos eliminar la primera ecuacion, que es la que no
interviene en el rango, y pasar la incognita “y” para el miembro de los términos
independientes, al ser la incognita que no interviene en el menor que nos ha dado el rango. El

_ 20 x=5-31
sistema queda:{ 1725 3y = Z:é
Lo resolvemos ahora por Cramer para a0 y a#-1. |A|=a*+a (hecho antes)
00 2 a0 2
0a-1 00 -1
we! 23 1 :—1Oa:—10.y:151 __5a _ 5 .
az+a az+a a+1’ az+a az+a a+1l’
ao0o
0ad0
,= 135 5a2 5a

az+a  a?+a a+1
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1
2a
0

En A no hay ningin menor de orden 2 que no dependa del parametro.

Partimos del menor principal i lia ‘ y lo orlamos en la matriz A:
1 1 1
11+a 1 |=a’=0=a=0.Sia+0RgA=3=RgAM S.C.D.
1 1 1+a

Si a=0 debemos estudiar los rangos. Am:[

e
e
e

] , por lo que RgA=1y RgAM=2. S.I.

o O -

Lo resolvemos por Cramer para a+0. |A|=a? (hecho antes)

1 1 1 11 1
2a 1+a 1 120 1
= 0 1 1+a _—a2+2a_—a+2-y: 10 1+a| 2a2-a_2a-1.
a2 = a2 - a ! a2 a2 a '
1 1 1
1 1+a 2a
S 1 1 0 a1
a2 _a2 - a

g) Sistema homogéneo por lo que es comptible. Estudiamos el rango de A para discutir si es
determinado o indeterminado.

11 7 17 1 7 11 7 17 -
A=l 1 -1 m |; #0Loorlamos| 1 -1 m |=-11m2+31m+52=0=> B
1 -1 m=-13/11
2 m -1 2 m -1

Sim#4 y m#-13/11 RgA=3. S.C.D. Al ser homogéneo la Unica solucién es (0,0,0)

Sim=4 6 m=-13/11 RgA=2. S.C.l. Vamos a resolverlo en estos dos casos en funcién de m:

En primer lugar eliminamos la 3* ecuacion, que no interviene en el rango, y pasamos la
incognita z para el miembro de los términos independientes, al ser la incognita que no
interviene en el menor que nos ha dado el rango. El sistema queda:

_ —Tm-17
X= A
11X+ 7y = -17z : 18
Xy = mz Resolviendo Y=11m1—§17 ;, Dando a m los valores m=4 y m=-13/11
=1
obtenemos la solucién general del sistema para dichos valores de m.
a1l -1]|1
h) AM=| 1 -a 1 | 4 | En A no hay ningn menor de orden dos que no dependa de a.
11 a|b
- a1 -1
Partimos del menor principal 1 _a ‘ LoorlamosenA| 1 -a 1 |=-a®-3a=0=a=0
11 a

Para a+0 RgA=3= RgAM=3.vb e R S.C.D.
Para a=0 RgA=2 ya que el menor principal es distinto de cero para ese valor de a. Orlamos
a 11
1 -ai4
110

este menor de la otra forma posible en la AM =5-b=0=b=5

Es decir Si a+0 S.C.D. vbeR
Sia=0y b=5 RgA=RgAM=2 S.C.I.
Sia=0y b+5 RgA=2 y RgAM=3 S.I.
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Lo resolvemos por Cramer para a=0. |A|=-a>-3a

11 1 al-l
4 -a 1 141

w=l 01 3| _a?-ab-da+b-5 . y= 1b a] sa2-ab-a-b+5.
-a3-3a -a3-3a ' -a3-3a -a3-3a '
all1l
1 -ai4

7= 1 10 _a?%-3a—b+5
-a%-3a -a%-3a

Resolvemos ahora para a=0 y b=5. El sistema es indeterminado de rango 2 y hemos partido
del menor principal, por lo que en primer lugar eliminamos la tercera ecuacion y pasamos la

X=4-1
incégnita “z” para el segundo miembro. El sistema queda: { iji y=1+/
=1
12 -1]1 12 -1
6.a)AM:[ 2-11|5|; ;_21 +0LoorlamosenA| 2 -1 1 |=-5k=0=k=0
31 k|7 31 k
121
Lo orlamos de la otra forma posibleenla AM| 2 -1 5 |=-5+0
317

Por lo tanto si k=0 RgA=2 RgAM=3 S.1.
Si k+0 RgA=RgAM=3 S.C.D. Lo resolvemos por Cramer para este caso. |A|=-5k

12 1 114 121
5-11 25 1 2-15
VUL T TN O 5% RV I UL R "S- S I S DS
—5k - 5k 5k T -5k 5k T Bk Kk
13 2|2 L3 13 2
b) AM=| 2 1 -1| 1 |; 1 +0Loorlamosen A| 2 1 -1 |=-5k-25=0=k=-5
3-2 k|-1 3-2 k
13 -2
Lo orlamos de la otra forma posibleenlaAM| 2 1 1 [=30+0
3-2-1

Por lo tanto si k=-5 RgA=2 RgAM=3 S.I.
Si k+-5 RgA=RgAM=3 S.C.D. Lo resolvemos por Cramer para este caso. |A|=-5k-25

23 2 1-2 2 13 -2
11 1 2 1 1 2 1 1

wel 172 K| sk+5 . y= S8 1 k| _ skes 1321 30 _
5k—25  —5k—25 ° T5k—25  —5k—25 4T Bk-25 ~ Bk-25 _

7. Al ser homogéneo el sistema es compatible. Estudiamos el rango de A para decidir si es
determinado o indeterminado.

2 -m 4 17 2 -m 4 m=3
A= 1 1 7 |; 113 «0Loorlmos| 1 1 7 :—7m2+9m+36=0:»{m___lzl7
m -1 13 m -1 13 B

Si m=3 'y m#-12/7 RgA=3. S.C.D. Su Unica solucién es (0,0,0)

Sim=3 0 m=-12/7 RgA=2 S.C.I. Lo resolvemos en funcion de m para estos dos valores.

En primer lugar eliminamos la primera ecuacion y pasamos para el segundo miembro la
y+72=—-X

-y +13z =-mx
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X=1

., -13+7m
Resolviéndolo tenemos: 1 Y=">59 #4 Yy dando a m los valores m=3 y m=-12/7 obtenemos

_=1-m
Z=—75p A

la solucion general del sistema para esos valores de m.

1-12 -3 -3|5 1 1 1-12 -3
8. AM= 2 -1 1 1|2 , 1 |#0 Lo orlamos | 2 -1 1 |=-13+0 Por lo tanto,
1 3 1 -1|1 1 3 1

RgA=RgAM=3<n° incognitas. SCI
La incognita t no interviene en el rango, por tanto la pasamos al segundo miembro. El sistema
X—12y-3z=5+3t
queda: 2x-y+z=2-t  Ahora podemos resolverlo por Cramer en funcion de t.
X+3y+z=1+t

5+3t =12 -3 1 5+3t -3 1 -12 5+3t
2-t -1 1 2 2-t 1 2 -1 2-t
1+t 3 1 1 1+t 1 1 3 1+t
X= 3 =243 Y= =t 34 L= 3 =B _2)t=2
m 1 10 1.1
9.AM| 1 —m -1 1 |Partimos del menor de orden 2 =3=+0.
21
21 10
m 1 1 me1
Lo orlamos de la tinica forma posibleen A| 1 —m -1 :—m2+3m—2:0:>{ _2
2 1 1 B
Sim=1 Rg(A)=2

Podemos garantizar por tanto que: Sim=2 Rg(A)=2

Sim=1ym=2Rg(A)=3y, en consecuencia Rg(AM)=3

Orlamos ahora el menor de partida de la otra forma posible en la matriz AM:

1
-1
1
menores de orden tres estudiados), para m+2 Rg(AM)=3

=2-m=0= m=2. Esto significa que para m=2 el Rg(AM) =2 ( por ser cero los dos

N = 3
o - O

Sim=1 Rg(A)=2 y Rg(AM)=3. SI
En consecuencia concluimos: Si m=2 Rg(A)=Rg(AM)=2. SCI
Sim=1ym=2Rg(A)=Rg(AM)=3. SCD

Nos piden ahora que lo resolvamos en los casos compatibles.

Lo hacemos primero para el caso indeterminado, m=2. Al haber 3 ecuaciones y ser el Rango 2, una de
las ecuaciones es supérflua y podemos eliminarla, lo hacemos con la primera ecuacion ya que es la que
no pertenece al menor de orden 2 que determing el rango.

Cogiendo las ecuaciones segunda y tercera, sustituyendo m por 2, y pasando para el término
independiente la incégnita y, que tampoco intervino en el rango, obtenemos:
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1+2y -1 ‘ 11+2y
X—2=1+2y oy 1 1+y |2 -y —2 -5y
{ M +2=y Resolvemos por Cramer x= 3 =—3 Y= 3 =3
x=1/3+1/3
Solucioén del sistema: y=4
z=-2/3-5/34

Resolvemos ahora los casos determinados, esto es Vm € Rtgm # 1ym = 2 Aplicamos la regla de
Cramer.

01 1 moO 1
1 -m-1 11-1
L 0 oyt 20 me2 . me2
mZ+3m-2 - -mz+3m-2 'Y -m2+3m-2  -m2+3m-2 —-(m-1)(m-2) m-1
m 1 0
1 -m1l
210 2-m -(m-2) 1

2= Tmz+3m-2 - —m2+3m-2 _ —(m-Lym-2) - m-1

an. -1 _1
Solucion: (0, - =7 w=7)

1 1 0 1 110 1 11 O 1
100 0 m 1 O ~0m1l O ~ 0m 1 0 1: Fila3-Filal; 2:Fila3-Fila2
11+mmm-1 1 Ommm-2 2 00 m-1m-2

Una vez escalonada la matriz procedemos a discutir el sistema para los distintos valores de m.
Si analizamos la Gltima fila, observamos que para m=1 la Gltima ecuazién quedaria:
Ox+0y+0z=-1, por lo tanto para m=1 el sistema es incompatible. ( Podriamos haberlo pensado
utilizando el teorema de Rouché: la dltima fila de A es (0,0,0) y, por tanto el rg(A)=2, la
ultima de la matriz AM es (0,0,0,-1), esta matriz tiene por tanto 3 filas que son vectores
escalonados y, en consecuencia, Rg(AM)=3 S.1.)
Analizamos ahora la 22 fila; si m=0 la 22 y 32 filas no estan escalonadas, tenemos que ver
entonces que ocurre con las matrices A 'y AM para dicho valor. Sustituimos por m=0y
obtenemos que la matriz quedaria:

110 1 1101

001 O 3 001 0 |3.Fila3+Fila2

00-1-2 000 -2

Como vemos la tltima fila seria 0x+0y+0z=-2, por tanto el sistema es incompatible para m=0
En consecuencia concluimos:

Sim=1 Rg(A)=2 y Rg(AM)=3. SI
Sim=0 Rg(A)=2 y Rg(AM)=3. SI
Sim=1ym=0Rg(A)=Rg(AM)=3. SCD
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