IES RAFAEL PUGA RAMON CONTINUIDAD

SOLUCIONES EJERCICIOS CONTINUIDAD

1. Demostrar:

a. Si fy g son dos funciones continuas en [a,b] tal que fa)>g(a) y f(b)<g(b) entonces sus

graficas se cortan.

b. La funcién y=3x>-4x*+3x+2 tiene al menos una raiz real

c. La ecuacion cosx-2x+1=0 tiene al menos una solucion real.
a) Consideremos la funcion h(x)=f(x)-g(x). La funcion h es continua en [a,b] por ser resta de
funciones continuas, ademas h(a)=f(a)-g(a)>0 (al ser f(a)>que g(a)); h(b)=f(b)-g(b)<0, en
consecuencia h cumple el teorema de Bolzano en [a,b]= 3c € (a, b) t.q h(c)=0=f(c)-g(c)=0=
f(c)=g(c), por lo tanto en x=c las graficas de fy g se cortan.
b) f(-1)=-8<0; f(0)=2>0; f es continua en el intervalo [-1,0] por ser una funcién polindmica, en
consecuencia, aplicando el teorema de Bolzano 3c € (-1, 0) t.q f(c)=0 y por lo tanto tiene al
menos 1 raiz real.
¢) Consideremos la funcion y=cosx-2x+1 en el intervalo [-r/2, 7/2];
f(-n/2)=r+1>0; f(n/2)=-7+1<0 fes continua en [-7/2, 7/2] por serlo en R luego, por el
teorema de Bolzano 3c € (-n/2, #/2) t.q f(c)=0 . El punto x=c es una solucién de la ecuacién
de partida.

2. Indicar, razonando la respuesta, cuales de las siguientes funciones estan acotadas en su
dominio:

A) la funcion y=|x| est acotada inferiormente siendo m=0 una cota inferior, sin embargo no
esta acotada superiormente ya que lim|x|=oo

B) La funcion yzrlxz esta acotada en R. Veamos como podemos hallar alguna cota.
f(0)=1y f(x):rlx2 < 1Vx =0 por lo que M=1 es una cota superior

F(x)= 1 +1x2 >0 Vxe R por lo que m=0 es una cota inferior.

C) La funcion y:Z—EX no esta acotada ni superior ni inferiormente

en R al ser x=2 una Asintota vertical y XIirzn_z—}X=+oo;

XIian+ Z—Ex =—oo . Sin embargo si est4 acotada en el intervalo [-1,1] . ==
Si observamos su grafica vemos que en dicho intervalo la funcion es
creciente y, por lo tanto, f(-1)=1/3 es cota inferior y f(1)=1 es cota

superior.

3.Estudiar la continuidad de las siguientes funciones indicando de
queé tipo son sus discontinuidades:

—3x+5 si x<0
3X+5six>0
estar definida en cada uno de ellos como una funcién polindmica. El Gnico punto que podria
tener problema es x=0. 5; limf(x) = lim(=3x + 5) = 5; lim f(x) = lim(3x + 5) = 5; f(0)=5 Luego f es
continuaen R

a) y=3|x|+5= La funcion es continua en los intervalos (-, 0) y (0,00) por
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X+ 2 si x<-1

b) y= _Tl si-1<x<0 ; Las funciones y=x+2 e y=x? son continuas en R y por lo tanto lo son
x2six>0

respectivamente en los intervalos (—o0,-1) y (0,0) en los que estan definidas. La funcion y=-1/x
es continua en R-{0}, y por lo tanto lo es en el intervalo (-1,0). Asi pues los Unicos puntos en
los que la funcién que nos dan puede tener problemas de continuidad es en x=-1y en x=0
Continuidad en x=-1: ;Xli[r11_ f(x) = XIi[r11_(x +2)=1; XIi[r11+ f(x) = XIi[r11+(—1/x) =1;f(-1)A. Por lo
tanto la funcion presenta en x=-1 una discontinudad evitable.
Continuidad en x=0: XIir(p_f(x) = XIir(p_(—l/x) = o0; XIirglf(x) = XIir(p+ x?=0 Por lo tanto la funcion
presenta en x=0 una discontinuidad asintotica. f es continua en R-{-1,0}

3x—-1six<0
lo son respectivamente en los intervalos (0, ) y (-0,0) Debemos estudiar la continuidad en
x=0: : XIir(p_f(x) = XIir(p_(:%x— 1)=-1; XIirglf(x) = XIirgl4 =4 Luego f presenta en x=0 una
discontinuidad de salto finito y es continua en R-{0}

4 si x>0 . .
c)y= { Tanto la funcion y=4 como y=3x-1 son continuas en R y por lo tanto

i -
dy= X; z: i_ioo : La funcién y=1/x? es continua en R-{0}. Estudiamos la continuidad en
x=0 de la funcion dada : IXier(x):IXirQ(1/x2)=+oo; f(0)=3 Luego f presenta en x=0 una

discontinuidad asintotica y es continua en R-{0}

. Las 2 funciones gue componen a f(x) son continuas en todo R por ser
4x -1 six>1 g P (x) P

polindmicas, por lo tanto lo son respectivamente en los intervalos (-, 0) y (0,0) . Asi, el
Unico punto problematico que presenta nuestra funcion es x=1:

) _{ X+ 2 si x<1

XIirln_ f(x) = XIirln_(x +2)=3; X"r{l f(x) = XIir1n+(4x —1)=3; f(1)2 Entonces: en x=1 la funcion es
discontinua evitable, en R-{1} f es continua.

X2 si x>0 : ) :
fly= y=0 es continua en (—o0, 0) por serlo en R; y=x° es continua en (0,c0) por

0six<0
la misma razon. Estudiamos la continuidad en x=0 : XIir(p_ f(x) = XIir(p_ 0)=0;
lim f(x) = lim x? =0 ; f(0)=0= f es continua en todo R
% si x<1 ., i ., 1
gy= 1 . La funcion y=1/x es continua en (-, 1)-{0}. La funcion y=y_>5 €8
X—7 six>1 X—=

continua en (1,0)-{2}. Ademas en x=1 hay un cambio de funcién , por lo tanto tenemos que
estudiar la funcion en esos 3 puntos.
IXier(x) = Ixing(llx) = o0 = f tiene en x=0 una discontinuidad asintotica

IXirgf(x) = !(irg(x—fz) = oo = f presenta en x=2 una discontinuidad asintotica
XIirln_f(x) = XIirln_(llx) =1, Xlir1n+f(x) = XIirlq(x—fz) =-1= En x=1 f es discontinua de salto finito. f es
continua en R-{0,1,2}
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X3 — 8 H 3
hyy=1 x%2-4 Six=2 La funcion yzifﬁ es continua en R-{-2, 2} y por lo tanto f
3 si x=2 B
también lo es.
3
Continuidad en x=-2 lim f(x) =lim §2 :2 = =% = o0 luego en x=-2 f es discontinua asintotica.

Continuidad en x=2 I|mf(x) _I| 2 8 = oo Factorizamos los dos polinomios obteniendo:

x3-8=(x- 2)(x2+2x+4), X2-4= (x 2)(x+2). En consecuencia:

8 . (X=2(+2x+4) . (X*+2x+4)
=5 =l X=2)x+2) M x+2)
continua en x=2
En resumen f es continua en R-{-2} y es discontinua asintética en x=-2.

=12 -3; f(2)=3. Por lo tanto f es

1

1 si x<-3 XTlgsiX<-3 T?’SiX<-3
N |x| x-3 ) xsi-3<x<0 ] -1si-3<x<0
) y= SZ' 3<X<3 T Xg0<x<3 ] 1si0<x<3
X2 2 2
9 si x>3 X §ix>3 X six>3
1 9 9

La funcién y=—"+ es continua en (-0, —-3) por serlo en R-{3}, las funciones y=-1, y=1 e
X—3

2
y—% son continuas respectivamente en (-3,0) y (0,3) vy (3,0) por serlo en R. En
consecuencia, los puntos problematicos de nuestra funcion son x=0, x=-3y x=3.
I|m f(x) = I|m( )_ -1/6; I|m f(x) = I|m —1=-1 Discontinua de salto finito en x=-3

I|m f(x) = I|m( 1)_—1, lim f(x)— lim 1 1 Discontinua de salto finito en x=0
x—>—0- X—>—3~ x—>—0+ x—-—0*

T S C PPN : _
Xllr?p_f(x)_Xllrgp_l_1,Xllr3p+f(x)_xy[r31+ 9 =1;f(3) =1 continua en x=3

La funcion es continua en R-{-3,0}

2
J) y—m Hallamos el dominio de la funcién: x*+7x-8=0= x = 1 luego D=R-{1}
-1 _0 x2-1 =D ()
lims 7—g = o ¥ factorizando: i g =lim G5 = lim G = 10

f(1) no existe= f es discontinua ewtable en x=1y continua en su dominio.

eX

1 six<0 _ _ _
K)y = 2 El Unico punto probleméatico de la funcion es x=0 ya que las
X“+1
S5 sIX >0
funciones y= e* ey— 1 son continuas en todo R.
ex+1
Jim f0) = lim (eX 1)——, lim f(0) = lim X 2+1 =1:§0)2 luego f presenta una

dlscontlnmdad evitable en x=0, 5|endo contlnua en R-{0}, es decir en s dominio.

4. Dar un ejemplo de una funcidn tal que la imagen de un intervalo cerrado no sea un intervalo
cerrado. ¢Puede esa funcion ser continua?. Razona la respuesta.

Contestaremos primero a la segunda cuestion, Del teorema de Weirstrass se sigue que si f es
continua en un intervalo cerrado alcanza su minimo y su maximo absolutos en dicho intervalo,
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sean my M; y del teorema de los valores intermedios para funciones continuas se sigue que f

tiene que alcanzar todos los valores comprendidos entre m y M. En definitiva, la imagen de

ese intervalo serd el intervalo cerrado [m,M]. Por lo tanto, la funcién que nos piden no puede

ser continua en el intervalo al que nos referimos.

Una vez visto esto, sabemos que hemos de buscar una funcién discontinua en un intervalo,
6si-1<x<0

por ejemplo: y= 9 i x<0 < 1

la imagen del intervalo [-1,1] es el conjunto {2,6} que no es

un intervalo.

5. Demostrar que la ecuacion x=cosx tiene al menos una solucion en el intervalo (0,1)
X=C0sx< X-cosx=0. Tomamos la funcion f(x)=x-cosx que es continua en [0,1]; f(0)=-cos0=-1,
f(1)=1-cos1>0 ( ya que cos1<1) Por lo tanto la funcion cumple en ese intervalo el teorema de
Bolzano. Es decir 3c € (0,1) t.q f(c)=0 dicho punto c es una solucion de la ecuacion de
partida.

6. Demostrar que la ecuacion x*+x?7x+1=0 tiene al menos una solucion real.

Consideremos la funcion f(x)=x*+x*-7x+1; f(-1)=8>0; f(1)=-4<0; f es continua en [-1,1] al ser
una funcién polinémica, por lo tanto cumple el teorema de Bolzano en ese intervalo. Es decir
dc e (-1, 1) t.q f(c)=0 dicho punto c es una solucién de la ecuacion de partida.

7. Dada la funcion f(x)=tg(x) , se verifica que f(n/4) =1y f(3n/4)=-1, ;garantiza eso que
existe algn punto del intervalo (/4, 37/4) en el que tg(x)=0?. Razona la respuesta
La funcion y=tgx no es continua en el intervalo [z/4, 37/4] al ser discontinua de salto infinito

Senx 1

en x=n/2 ( XIirr/12tgx :Xlirr)zm =5 =). Por lo tanto no cumple el teorema de Bolzano en
— 7T — 7T

dicho intervalo. En consecuencia, el hecho de que la imagen en los extremos sea de distinto
signo no garantiza que la funcién tenga una raiz en el intervalo.

8. Demostrar que existe al menos un namero real tal que senx=x-2

senx=x-2¢< senx —x + 2 =0 . Consideremos la funcién f(x)=senx-x+2; f(0)=2>0;

f(r)=senz — 7 +2 = -7+ 2 < 0; la funcion f es continua en el intervalo[0,7] por serlo en R, por
tanto cumple el teorema de Bolzano; es decir 3c € (0, ) t.q f(c)=0 dicho punto c es una
solucidn de la ecuacion de partida.

9. Si y=f(x) es continua en [1,9], f(1)=-5y f(9)>0, ¢podemos asegurar que g(x)=f(x)+3 corta
al eje OX en el intervalo (1,9)?

Si f(x) es continua en el intervalo [1,9], g(x)=f(x)+3 también es continua en dicho intervalo
por ser suma de funciones continuas. Por otra parte, g(1)=f(1)+3=-5+3=-2<0; g(9)=f(9)+3>0
al ser f(9)>0. En consecuencia g cumple el teorema de bolzano en el intervalo [1,9] vy, por lo
tanto, 3c € (1,9) t.q g(c)=0, es decir g corta al eje OX en x=c

10. Si y=f(x) es una funcién definida en [a,b], continua en x=a y x=b y tal que f(a).f(b)<0
¢podemos asegurar que existe un c perteneciente al intervalo(a,b) tal que f(c)=0, razona la
respuesta.

No ya que el teorema de Bolzano exige la continuidad en el intervalo [a,b] y lo Unico que nos
garantizan las hipotesis del problema es la continuidad en los extremos pero no en el interior
del intervalo.
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11. Verdadero o falso: a) Toda funcién acotada en R es continua en R; b) Toda funcion
continua en R es acotada en R; ¢) Toda funcién continua en [a,b] est4 acotada en dicho
intervalo

1six<0
3six>0

La funcion es discontinua en x=0 al no coincidir los limites laterales en dicho punto, sin
embargo la funcion esta acotada en R, siendo m=1 una cota inferior y M=3 una superior.
b)Falso, consideremos por ejemplo la funcion y=x% lim x3 = —o0 Jim x3 = 400 por lo tanto no
esta acotada superior ni inferiormente en Ry, sin embargo, la funcién es continua en R por ser
una funcién polinémica.

c) Verdadero. El teorema de acotacion para funciones continuas garantiza que si f es continua
en [a,b] f esta acotada en dicho intervalo y el teorema de weirstrass garantiza ademas que f
alcanza en dicho intervalo su minimo y maximo absolutos.

a) falso, una funcion discontinua puede estar acotada en R. Por ejemplo: f(x):{

12. Estudiar la continuidad de las siguientes funciones para los ditintos valores de ay b

% six<-1

a) Y= 19 ax+bsi-1<x<2 ;Lafuncion y=1/x es continua en (—,-1) al serlo en R-{0};
2SIX>2

las funciones y=ax+b e y=2 son continuas en los intervalos en los que estan definidas al

serlo en R. Por tanto los Unicos problemas de continuidad de esta funcién pueden estar en

x=-1y Xx=2.

Jim () = lim x=-1; Jim f(x) = lim (ax +b) =-a+b; f(-1)=-a+b=-a+b=-1 para

que f sea continua en x=-1
XIlrzn f(x) = XIlrzn_(ax +b)=2a+ b;Xllrzn+ f(x) = XIlrzn 2=2;f(2)=2=>2a+b=2 para que f sea
continua en x=2. Entonces, para que f sea continua en R ha de verificarse:

-a+b=-1 a=1

2a+b=2 | b=0

a(x—2)%six<0
b) y=< bx+1si0<x<5 ; Las funciones y=a(x-2)> e y=bx+1 son continuas en todo R
% Six>5
para cualquier valor de a y b, al ser funciones polindmicas, en consecuencia lo son en el
intervalo en el que estan definidas. La funcion y=1/x es continua en (5,00) por serlo en

R-{0}. Hay que estudiar entonces Unicamente la continuidad en x=0 y x=5

Xlir(p_ f(x) = Xlir(p_ a(x—2)?=4a ;Xlir(p+ f(x) = XIirgl(bx +1)=1;f(0)=4a=4a=1=>a=1/4 para
este valor de a f es continua en x=0

Xllrg\ f(x) = Xllrg\ (bx+1)=5b+1 Xllrg\ f(x) = Xllrg\ 1/x = 1/5; f(5)=1/5=5b+1=1/5

= b=-4/25 Para ese valor es continua en x=5.

Por tanto para a=1/4 y b=-4/25 es continua en R

X si x<1 . ., .
c)y= . Tanto la funcion y=x como la funcion y=ax+2 son continuas en su
ax+2sixx>1

interlo de definicion por serlo en R.
Continuidad en x=1: XIirln_ f(x) = XIirln_ x=1 ;Xlirln+ f(x) = XIir1n+(ax +2)=a+2;f(l)=a+2>
=>1=a+2=a=-1. Paraese valor de a f es continua en R
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4 —x si x<0
d) y=¢ ax+bsi0<x<3 ; Todas las funciones que componen f son polinémicas y por
X+asix>3
tanto continuas en el intervalo en el que estan definidas. Veamos la continuidad en x=0y
x=3: Xllrg\ f(x) = Xllrg\ 4-x=4 Xllrg\ f(x) = Xlirgl(ax +b)=b; f(0)=b=Db =4
XIir?p_f(x) :Xlir?nax+b:3a+b ;Xlir?nf(x) :Xlir(n(x+a):3+a;f(3) =3+b=3a+bh=3+a>
3at4=3+a>2a=-1=>a=-1/2

X3-2x%4X
&) B six+0
a six=0

x3=2x24x

Y="55.3c ©s continua en R-{0} y en consecuencia nuestra funcion tambien lo es. Veamos

x3-2x2+x 0

la continuidad en x=0: : Iimf(x) = IXim— =0

8x3+3x
_ —2x+1 _
XD _ Jjpg K2 - = lim (8x§f§ = 1. f(0)=a. Para que f sea continua a=1/3

; 8Xx°+3x=0= x(8x%> +3) =0 = x =0 Por lo tanto la funcion

!(I_I:Q 8x3+3x X0 X(8x2+3)

6 S x 2
f)y= La funcién y=% ‘216 es continua en R-{2}, por lo tanto también lo

b Si Xx=2
es la funcién que nos ocupa. Veamos la continuidad en x=2:: limf(x) = lim %;5* 16 _ 8al6

Si 8a-16 es distinto de cero ese limite seria infinito y la funmon presentarla en x=2 una
discontinuidad de asint6tica para cualquier valor de b. La uUnica posibilidad de que ese

limite exista es que sea del tipo 0/0 y, por lo tanto que 8a-16=0= a = 2.

(28 oV
Para ese valor de a: limf(x) = lim 2016 =lim “55 7 = lim(2x? + 4x + 8) = 24 5f(2)=b

Luego b=24y a=2 para que f sea contlnua

) y= acosxsix<b
9y X2 si x>b
en los intervalos en los que estan definidas. Veamos la continuidad en x=b

b2

lim f(x) =lim acosx =acosb; lim f(x) =lim x> =b? = acosb=b? > a=
x—=b~ x—=b~ x—b+ x—b+

: Las funciones y=acosx e y=x? son continuas en R y por lo tanto

. . . 2
La funcion es continua Vb € R t g cosb+ 0 siempre que para ese valor de b sea a = %

. . nl2 + 2kn b2
En def I pa= o
n definitiva b puede tomar cuaquier valor excepto{ 32/2 + 2kt keZ; a= g
—1six<0
h) y=1 be™ xi0<x<l Todas las funciones que intervienen en la composiion de f son
3six>1

continuas en todo R, por tanto los Unicos puntos problematicos son x=0 y x=1
Xllrg\ f(x) = Xlig\_(aex -1)=a-1 Xllrg\ f(x) = XIirgl(be"‘) =b; f(0)=a-1=>a-1=>b
XIirln_ f(x) = XIlrln (be™) =ble XIlrln f(x) = XIlrln 3)=3;f(1)=83=ble=3=>b=3e
Como a-1=b=a=b+1=3e+1

b=3e, a=3e+1 para que f sea continua en R

senx si X < —m/2
1)y msenx +n si -n/2<x<n/2 Todas las funciones que componen f son continuas en R
2COSX Si X > 7/2
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Estudiemos la continuidad en x=.7/2 y en x=r/2
I|m f(x)= I|m _(senx)=sen(-n/2) = -1 ; ) Iirr)2+ f(x) = Iirr/12+(msenx+n):-m+n;

X—>—7/2
f(—nl2) = —1:> para que f sea continua en x=.7z/2 debe verificarse que -m+n=-1
(msenx+n)-=m+n ;Xlir/r21+ f(x) :Xlir/r21+(2cosx):0:> m+n = 0 para que sea continua en x=7/2
Para que f sea continua han de cumplirse las dos condiciones:
-m+n=-1 N m=1/2
m+n=0 n=-1/2

13. Determinar los puntos y tipos de discontinuidad de las funciones
_ 1 R - :
f(x)—X 3y g(x)= X+ 3)2 indicando graficamente el comportamiento de cada una de ellas en

un entorno de los puntos de discontinuidad.
Dominio de f(x)=R-{-3}; lim f(x) :Xlir_nsgl3 =% =0 en x=3 f posee una discontinuidad

asintodtica

Dominio de g(x)=R-{-3}; XIir_nsg(x)—llm :%:oo en x=3 f posee una discontinuidad

3 (x+3)2
asintotica
Veamos el comportamiento de ambas funciones en un entorno de x=3
I|m f(x)_ Ilm | =~ I|m f(x)_ I|m X—+3 = +00;
Jim 900 = Jim 5o = o0t Jim 0 = lim 55 = o0
\ '
-3 !
L -3
f(x) 9(x)
Lx si 0<x<1

) Determinar los valores de a y b para que f
ax?+bsix>1 eterminar fo ybparag

sea continua en su dominio y f(2)=L3
La funcién y=Lx es continua en (0,1) por serlo en (0,:0); la funcién y=ax*+b es continua en
(1,00) por serlo en todo R. Falta por tanto estudiar la continuidad en x=1
Jlim f(x) = lim Lx=L1=0 ;lim f(x) = Xlir1n+(ax2 +b)=a+b; f(1)=athb=0=a+b
f(2)=4a+b=L3. Uniendo las dos condiciones tenemos:

daibol3 =) da_a—ly “3@=L3=a=L33b=-a=Db=-L33

14. Se considera la funcion f(x):{
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15. ¢Para qué valores de x tiene sentido la expresion f(x)=v4 +x + J4—x — /8 ¢(Es continua

la funcién f en su dominio?

{ 4+x20=x=-4 = El dominio de la funcion es el intervalo [-4,4]. La funcion es
4-x>0=>4>x

continua en dicho intervalo serlo en el intervalo (-4,4), por ser suma de funciones elementales,

y ser continua por la derecha en x=-4 y continua por la izd en x=4.

16. Probar que la funcion f(x)=x+senx-1 tiene al menos 1 raiz real.

F(0)=-1<0; f(z/2) =n/2 >0; f es continua en el intervalo [0,7/2] al serlo en R. En

consecuencia podemos aplicar el teorema de Bolzano que garantixa la existencia de un punto ¢

perteneciente a (0,7/2) en el que f(c)=0y, por lo tanto, x=c es una raiz de esa funcion.

17. Sea f(x)=x"-3x*+2sen(x.n/2) ¢Es cierto que f se anula en algin punto x comprendido entre
3y 4? Enunciar el resultado teorico en el que se basa la respuesta.

F(3)=2sen(37/2) = -2 < 0. f(4)=4096+2sen2z = 4096 > O f es continua en [3,4] por serlo en R,
por lo tanto por el teorema de Bolzano f se anula en el intervalo (3,4).

Enunciado del teorema de Bolzano: sea f continua en [a,b] y tal que f(a).f(b)<0= 3c € (a, b)
t.q f(c)=0

18. Demuestra que las funciones y=e* e y=1/x se cortan en la parte positiva del eje OX
Demostrar que esas funciones se cortan en la parte positiva del eje OX es equivalente a
comprobar que la funcién y=e*-1/x se hace cero en el intervalo (0, o). Para ello, buscaremos
dos puntos positivos en los que las imagenes de esa funcion tengan distinto signo:
F(0’5)=e%>- 1/0°5<0; f(1)=e-1>0; la funcién y=e*-1/x es continua en el intervalo [0°5,1] por
serlo en (0, ), y las imagenes de los extremos de dicho intervalo tienen signo distinto,

aplicando el teorema de Bolzano deducimos que 3c € (0°5,1) tq f(c)=0.
3 2

19. Demuestra que la funcion y = X2—X1_3 tiene alguna raiz real
X+

f(0)=-3<0; f(2)=1>0; la funcién es continua en [0,2] por serlo en (o, -1/2) U (-1/2, ). Por
lo tanto cumple en ese intervalo el teorema de Bolzano. En consecuencia tiene una raiz real en
el intervalo (0,2)

20;Puede asegurar el teorema de Bolzano que la funcion y=secx tiene alguna raiz real en el
intervalo [r/4,37t/4]?

Aunque sec(n/4)>0 y sec (31/4)<0, la funcidn tiene una discontinuidad asintética en x=mn/2,

por lo que no es aplicable el teorema de Bolzano en el intervalo [n/4,37t/4]
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