DERIVADA DE UNA FUNCION

DERIVADA DE UNA FUNCION: INTRODUCCION

Vamos a estudiar a continuacion las funciones derivables y la relacion de la derivada con
ciertas caracteristicas de las funciones como son: su crecimiento y decrecimiento o su
concavidad y convexidad. Si las funciones continuas son aquellas cuyas gréficas no presentan saltos,
las funciones derivables tienen la propiedad de que su grafica, ademas de ser continua, no presenta
picos, cambios bruscos de direccion, o rectas tangentes verticales. La derivada de una funcién nos
va a dar una medida de la rapidez con la que cambia el valor de dicha funcion matematica,
seglin cambie el valor de su variable independiente.

La derivada es una potente herramienta de célculo que logré solucionar distintos problemas
que desde la época de la Grecia clasica se venia planteando la humanidad. Problemas como el
estudio del movimiento de los cuerpos a través de la relacion entre el espacio y el tiempo, la
determinacion de la velocidad y aceleracion de dichos movimientos, u otros de tipo geométrico
como trazar la recta tangente a una curva en un punto, fueron ampliamente tratados por
matematicos griegos como Zendn, Eudoxio o Arquimides.

En los siglos XVI 'y XVII, el desarrollo de la notacion simbdlica trae consigo que se puedan
afrontar estos y otros muchos problemas clasicos que no habian avanzado por falta de
herramientas. Las matematicas y la fisica se desarrollan con gran rapidez y surgen genios
como Galileo, Kepler, Descartes o Fermat, entre otros, que contribuyen con sus tratados a
crear las herramientas que permitan el nacimiento del calculo, tanto el diferencial como el
integral.

A finales del siglo XVI1I, Newton y Leibnitz descubrieron por caminos diferentes, y también
utilizando diferente notacion, el concepto de derivada, y muchos otros elementos del calculo,
teniendo en cuenta la idea de limite. Leibnitz publicé antes que Newton sus principales teorias,
pero parece que Newton las habia desarrollado unos afios antes aunque no habia llegado a
publicarlas. Estos hechos dieron lugar a serias disputas sobre la paternidad del calculo ya que
Newton denunci6 a Leibnitz por plagio y una gran parte de la comunidad cientifica se puso de
su parte. Hoy dia parece innegable la genialidad de ambos autores que, en cualquier caso, no
podrian haber desarrollado sus teorias sin los descubrimientos de todos sus antecesores. En
ese sentido, la frase “ Si he podido ver mas lejos ha sido porque he subido a hombros de
gigantes”, que Newton utiliz6, es una excelente caracterizacion del proceso colectivo de
construccion del conocimiento cientifico.

Vamos a aproximarnos al concepto de derivada de una funcién en un punto de dos formas
diferentes: en primer lugar a partir del problema del célculo de la recta tangente a una funcion
en un punto y, en segundo lugar, a través de la tasa de variacion instantanea de una funcion.
CONCEPTO DE RECTA TANGENTE

La idea intuitiva o gréfica de recta tangente a una
funcién en un punto P es muy sencilla. Es facil
comprender que la recta tangente a la funcion de la
figura, en el punto P, es la que hemos dibujado.
Sin embargo, cuando intentamos definir el

tangente

y=f(x)
concepto de recta tangente las cosas no son tan //
sencillas.
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Si hablamos de la recta tangente a una circunferencia en un
punto, podriamos definirla como la recta que toca a la
circunferencia en ese punto y solo en ese. ;Seria esta
definicion valida para todas las curvas? Vamos a verlo con
algunos ejemplos graficos.

Imagen 1 Imagen?2

No es
tangente

Recta tangente

En la primera gréafica vemos que hay 2 rectas que tocan a la funcién en un Gnico punto. Sin

embargo, una es tangente a ella y otra no.
En la segunda grafica la recta dibujada es tangente a la funcion en el punto marcado. Sin
embargo, corta a la funcién en otros puntos diferentes.

Por lo tanto el concepto de recta tangente dado para una circunferencia no es valido para otras
curvas. Podriamos también preguntarnos ¢una misma recta puede ser tangente en mas de un
punto? ;Puede atravesar la funcién en el punto de tangencia?. Las dos siguientes imagenes

tratan de responder a esas cuestiones

Imagen 3 Imagen 4

Para intentar llegar al concepto de la recta tangente a

una funcién en un punto, vamos a fijarnos primero

en las rectas secantes que pasan por dicho punto. a

secante

Una secante a una curva es una recta que pasa por

dos puntos de dicha curva. A la recta de la figura la )
y=f(x)

denotaremos por secante PQ. // P
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Consideremos ahora una serie de secantes PQ haciendo que el punto P permanezca fijo y el
punto Q se traslade por la curva acercandose a P. Tendriamos una situacion como la de las
siguientes graficas:

¥ y=Ax)
0,

Recta
Tangente

P(x,y) A | Tangent line

b e e e A

Si nos fijamos en las sucesivas rectas secantes PQs, PQy,....... PQs.. Observamos que la distancia
entre dichas rectas secantes y la recta tangente disminuye a medida que el punto Q se acerca a P,
tendiendo a cero a medida que el punto Q tiende a P.
Podemaos entonces definir la recta tangente a y=f(x) en un punto Q como la posicion limite que
tienden a ocupar las secantes PQ cuando el punto Q tiende al punto P.

Recta tg en P:(IQiLrF\) rectas PQ

Ejemplos: Observa en las siguientes graficas como se obtiene la recta tangente como limite de
las secantes

Recta
“tangente

Ejercicios

Utilizando el concepto de recta

tangente, decide si las siguientes funciones tienen o no recta tangente en los puntos que se
indican y, en caso afirmativo

dibdjala o indica cual es. ;Qué puede ocurrir con la recta tangente de una funcién en un punto
anguloso? ¢y en un punto de discontinuidad?

7 / ‘\\// 0.5
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/[ f(x) = Vx

Ahora que ya conocemos el concepto de recta tangente a una funcién en un punto P veamos
como se calcula.
Dado que conocemos el punto P por el que pasa, el problema se reduce a calcular la pendiente
de dicha recta tangente. (recuérdese que una recta queda determinada si conocemos su
pendiente y un punto por el que pasa, siendo la ecuacion de la recta en su forma
punto-pendiente: m(X-Xo)=(y-Yo); m=pendiente, (Xo, Yo) un punto de la recta)
Como la tangente es el limite de las secantes cuando Q tiende a P, comenzaremos por calcular
la pendiente de una de las secantes PQ . Sea P(Xo, f(Xo)), (la 22 coordenada es la imagen de la
12 por ser P un punto de la funcion y=f(x), sa Q el punto Q(Xo+h, f(X,+h))
Como puede verse en la grafica,
La pendiente de la secante PQ
seré:
ms:tg(l: f(XO+h) f(XO)
f(xgth) | : De la definicion de recta
’ deducimos por tanto que la

fx*h (%) pendiente de la recta tangente
4 seré:
L CC) ) —— = S — m:limw

: P Q-P h
: Ahora bien, que Q-P es
h equivalente a decir que h—-0y por
Xo Xg+h tanto la pendiente de la recta

tangente vendrfitc dade;] p(]zr la
X,+h)-f(x
mnnMam:wglJL7%iiﬁ

A este limite se le conoce con el nombre de derivada de f en x=x, y se denota por f “(Xo).
Asi pues la derivada de una funcién y=f(x) en un punto x=x, de su dominio, se define

f(x,+h)-f(x
como:f‘@@:@glll7%liﬁ

funcion y=f(x) en el punto x=x,

y representa a la pendiente de la recta tangente a la
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Ejemplo: Calcula la recta tangente a la funcién y=x? en x=3
En primer lugar hallamos el punto por el que pasa la recta tangente. Dado que en el punto de
tangencia la recta y la funcién coinciden y en nuestro caso f(3)=3?=9, el punto es (3,9)
En 2° lugar hallamos la pendiente de dicha recta tangente:
f(3+hg-f(3) _iim (3+h)*-9 LimQth?+6h—9 . h’>+6h . h(h+6)_
0 h h-0 h h-0 h h-0 h

m=f ‘(3):Li£rg
:Ligg(h+6):6
Por ultimo utilizamos la ecuacién punto-pendiente de la recta para hallar la tangente:
M(X-Xo)=Y-Yo. En nuestro caso: x.=3; yo=f(3)=9; m=f *(3)=6. La recta tangente sera:
6(x-3)=y-9; o bien operando 6x-y-9=0
NOTA: Dado que ya conocemos el calculo de derivadas del curso pasado, para hallar la
derivada podriamos haber utilizado las reglas de derivacion: y=x*=y’=2x=>m=f ‘(3)=2.3=6
NOTA:Observa que la derivada de una funcion f es otra funcion f * que asocia a cada punto la
derivada de la funcion en dicho punto, le llamaremos funcién derivada. Hablaremos de ello
con mayor precision mas adelante.
Ejercicios resueltos:
1. Utilizando la definicion de la funcion derivada calcula f ‘(1) siendo f(x)=x?*-2x+4
Sol: En este caso no podemos utilizar las reglas de derivacion ya que nos piden que utilicemos
f(1+h)-f(1) . (1+h)? —2(1 +h) +4-(1-2+4)
h i h -

la definicion. f ‘(1):Ling

2 2
h—0 h h-0 h ~h-0
. g 2+2sx<1 _
2. Comprueba si la funcién y= o . S X es derivable en x=1
3xsix>1

Sol: f ‘(1):”%&&“(1) . Ahora bien, al intentar hallar f(1+h) nos encontramos con que si h
es positivo (1+h) es mayor que 1y tendriamos que sustituir su imagen en la 22 formula, pero si
h es negativo (1+h) es menor que 1y su imagen deberiamos hallarla utilizando la primera
formula. Dado que h tiende a cero, h puede ser positiva, cuando nos acercaos a 0 por la
derecha, o negativa, si nos acercamos a cero por la izquierda. Por ello, para calcular el limite
anterior debemos calcular los limites laterales por la izquierda y por la derecha. A esos limites
se les conoce como derivadas laterales y se representan por f.(x) (derivada por la izquierda) y
f.”(x) (derivada por la derecha). En nuestro caso

- 1+h 2 2- 2 - 2 +
fa+?fGJ:mn( )"+ 8 _imith®+2h+2-3 . h2+2h . o)

f"(l):r!ircn h-0- h h—0- h h-0- h h-0- N
i o oo fA+N)-F(1) . 3(1+h)-3 . 343h-3 . 3h _
fiph+2) =2 f)=lin = sl TS i SRS i F =3

Y dado que los limites laterales no son iguales ese limite no existe, lo que significa que la
funcién no es derivable en x=1

Si estudiamos la continuidad de esta funcién vemos que en x=1 la funcién es continua, sin
embargo la derivada no existe al ser distintas las derivadas laterales. Diremos que en x=1 la
funcion tiene un punto anguloso
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Definicion: llamamaos derivada lateral por la izquierda de la funcion y:f(lz<) enhur:t punto
X, +h)-f(x
X=X, de su dominio, y la representamos por f.’(x) al ntimero f. ‘(xo):hlirp_%(o).

Llamamos derivada lateral por la derecha, y se representa por f.’(Xo), al nimero f .“(Xo)=
f(x,+h)-f(x,)

i h '

Para que exista la derivada de y=f(x) en el punto x=x,, deben existir y ser iguales las dos

derivadas laterales.

Ejercicios resueltos

5x+4six<0
x? si x>0

grafica de la funcién e interpreta graficamente el resultado obtenido en el apartado anterior.

3. Dada la funcion y:{ a)comprueba si es derivable en x=0. b)Dibuja la

A) Puesto que en x=0 hay un cambio de funcion tendremos que realizar las derivadas laterales
y comprobar si coinciden.

U UHO+h)-F0) . (244 4

ROl ==
£(0)=lim 1O SON-4
’ h—0~ h h—0~ h " h-0-

La funcién no es derivable en x=0
B) La gréfica de esa funcion a trozos sera la siguiente:

Si hallamos el limite de las secantes por la
izquierda en el punto (0,4) coincide con la recta
y=5x+4, cuya pendiente vale 5. Por ello la
derivada lateral por la izquierda es igual a 5.

Sin embargo, si calculamos las secantes por la
derecha vemos que se acercan a una recta
vertical, es decir una recta que formaria un
angulo de n/2radianes con el eje OX. La
pendiente de esa recta seria por lo tanto

tg(n/2) que no existe.

La derivada por la derecha representa el limite
al que tienden las pendientes de las secantes por
la derecha, es decir lemz(tgx) =0

NOTA: Lo que acabamos de ver ocurriria en l
cualquier funcién discontinua da salto finito.

X2 —1six+2

1six=2
a) representa graficamente la funcion y decide si es o no derivable en x=2 a partir del
significado geométrico de la derivada. B) Comprueba analiticamente el resultado.

4. Dada la funcion y:{

pag6



DERIVADA DE UNA FUNCION

a)La grafica de la funcion dada es la siguiente

Si hallamos las secantes PQ, siendo P el punto P(2,1) y Q
un punto de la curva que se desplace acercandose a P,
s 1~ P observaremos que, tanto a la derecha como a la izquierda,
las sucesivas secantes tienden a una recta vertical. Por lo
¢ tanto la funcion no es derivable en x=2 y tanto la derivada

\ / 5 lateral por la derecha como por la izquierda en x=2 seran
infinitas.
+h)2-1-1 2_9 _ .
B)f ‘(2):Ii f2+ h) f(2) (0 ) =lim h®-2 -2 = o0, Obsérvese que tanto si h es
h— h—>0 h h-0 h 0

positivo como negatlvo (0+h)=2 y, por tanto, su imagen se halla en la primera férmula. Por
ello el limite se hara de forma analoga cuando h— 0~ y cuando h— 0*, dando el mismo
resultado.

De los dos ejemplos anteriores puede deducirse el siguiente resultado que es fundamental a la
hora de estudiar la derivabilidad de una funcion: Una funcién discontinua en un punto no es
derivable en dicho punto.

5. Dada la funcion y=¥x a)estudia, utilizando la definicion, si es o no derivable en x=0.
b)dibuja la gréafica de la funcién y explica a partir de ella, el resultado obtenido en el apartado

f(0+ h) f(O) J_ h13 11

i ¢ =i i — -2/3 _ — = _
anterior.Sol. f (0)—L| hﬁo h L|£r01 h I|mh _I|£n h2s =0 =®

Por lo tanto f no es derlvable en x=0

La gréfica de esta funcion es la siguiente:

Como puede observase al realizar sucesivas -
rectas secantes, la recta tangente en x=0 es "F[,], —
vertical y, por lo tanto, la derivada en dicho ; - ;
punto no existe.

Continuidad y derivabilidad

Ya hemos visto antes en algunos ejemplos que cuando una funcion no es continua no es
derivable, vamos a ver a continuacion con mas precision las relaciones entre continuidad y
derivabilidad

Teorema: Si f es una funcion derivable en un punto x=x, de su dominio= f es continua en
dicho punto

Sin embargo, el teorema reciproco no se cumple, es decir: que una funcién sea continua no
implica que la funcion sea derivable.

Por ejemplo: la funcion y=|x| es continua en x=0y, sin
embargo, no es derivable en dicho punto al no coincidir los
limites de las secantes por la izquierda y por la derecha,
como puede observarse en su grafica.
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