IES RAFAEL PUGA RAMON CONTINUIDAD

CONTINUIDAD

Continuidad. Definicion. Tipos de discontinuidades

Definicion

Una funcion f: D----------- >R se dice que es continua en x=a si se verifica que lim f(x)=f(a) .

Por lo tanto para comprobar si una funcién es o no continua en x=a tendremos que comprobar
si existe lim f(x) , si existe f(a) y si son iguales.

Ejemplol: La funcidn y=x? es continua en x=3.( imagen1)

(x-2)(x+1) .
Ejemplo2: la funcion y= (x-2) Six#2 es disontinua en x=3 porque IXer31 f(x)=4 y
2 s x=2
f(3)=2 (imagen2)
z-’/
P
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Imagenl
Imagen?2

Una funcidn que no es continua en un punto se llama discontinua.
Tipos de discontinuidades

1. Decimos que f posee en x=a una discontinuidad evitable si existe |imf(x)=b pero no
coincide con f(a), bien porque f(a) no existe o0 porque existiendo ambos son distintos.
EJ: La gréfica de la imagen 2 del partado anterior posee en x=2 una discontinuidad evitable.
Lo mismo ocurriria si la imagen de x= 2 no estuviese definida.

2. Decimos que una funcion posee en x=a una discontinuidad de salto finito o de primera
especie si no existe el limf(x) , pero existen y son finitos sus dos limites laterales.

Ejemplo: La siguiente gréfica posee una

discontinuidad de salto finito en x=-1 / \ /

2]
Imagen3 /
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3. Decimos que una funcion posee en x=a una discontinuidad de 22 especie, o de salto
finito, o asintotica si: |im f(x) =0 0 lim = oo o0 ambos lo son.

Ejemplol: la funcién y=1/x posee Ejemplo2; la siguiente funcion
en x=0 una discontinuidad asintotica. Posee en x=2 una discontinuidad asintética

EJERCICIOS

1. Estudiar la continuidad de las siguientes funciones indicando de qué tipo son sus

X+ 2 six<-1 45550
discontinuidades: a) y=3[x|+5; b) y= ‘Tl si-1<x<0 ;C)y= { SIX

. 3x—1six<0 '’
x2six>0
5six£0 X+2six<l x2six>0 L six<1
d) = R ' ) = _ H 1) = - ,g)y: 1 .
3 si x=0 4x — 1 six>1 0six<0 ) six>1
L gix<3

X’ -8 SIX+2 |X)i_3 x2 -1 e_XlSiX<0
hyv=: x2-4 i) y=3 2L gj- )y=—i——= Ky=1 %7,
)Y 3 v e Dy=) % stu 3<x<3 DY=33 7x_g K ERRI

9 Si x>3
2. Estudiar la continuidad de las siguientes funciones para los ditintos valores de ay b
L six<-1 a(x—2)2 six<0 o
= i : = bx + 1 si 0<x<5 - =
a)y ax+bs!1gx<2 ,b)y - ’C)y{ax+23ix21
2six>2 X SIX>5

4 —x si x<0 Boonlax - ol1s
d)y= ax+bsi0O<x<3 ;e){ 8x3+3x six#0 ;f) :{ x—2 SiX#2

X+ asi >3 asix=0 b si x=2
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Soluciones:

1.Estudiar la continuidad de las siguientes funciones indicando de qué tipo son sus
discontinuidades:

—3x+5 si x<0
3X+5six>0
estar definida en cada uno de ellos como una funcién polindmica. El Gnico punto que podria
tener problema es x=0. Xllrg\ f(x) = Xllrg\ (-3x+5)=0; Xllrg\ f(x) = Xllrg\ (3x+5) =0; f(0)=0 Luego f
es continua en R

a) y:3|x|+5:{ La funcién es continua en los intervalos (-0, 0)y (0,0) por

X+ 2 si x<-1

b) y= _Tl si-1<x<0 ; Las funciones y=x+2 e y=x? son continuas en R y por lo tanto lo son
x2six>0

respectivamente en los intervalos (—o0,-1) y (0,0) en los que estan definidas. La funcion y=-1/x
es continua en R-{0}, y por lo tanto lo es en el intervalo (-1,0). Asi pues los Unicos puntos en
los que la funcién que nos dan puede tener problemas de continuidad es en x=-1y en x=0
Continuidad en x=-1: XIi[r11_ f(x) = XIi[r11_(x +2)=1; XIi[r11+ f(x) = XIi[r11+(—1/x) =1 Por lo tanto la
funcion presenta en x=-1 una discontinudad de salto finito.
Continuidad en x=0: XIir(p_f(x) = XIir(p_(—l/x) = o0; XIirglf(x) = XIir(p+ x?=0 Por lo tanto la funcion
presenta en x=0 una discontinuidad asintotica. f es continua en R-{-1,0}

3x-1six<0
lo son respectivamente en los intervalos (0, ) y (-0,0) Debemos estudiar la continuidad en
x=0: : XIir(p_f(x) = XIir(p_(:%x— 1)=-1; XIirglf(x) = XIirgl4 =4 Luego f presenta en x=0 una
discontinuidad de salto finito y es continua en R-{0}

4 si x>0 . .
c)y= { Tanto la funcion y=4 como y=3x-1 son continuas en R y por lo tanto

1 -
= Six+0 . . i -
dy= { X; i X_io : La funcién y=1/x? es continua en R-{0}. Estudiamos la continuidad en

x=0 de la funcion dada : IXier(x):IXirQ(1/x2)=+oo; f(0)=3 Luego f presenta en x=0 una
discontinuidad asintotica y es continua en R-{0}

e)y= X+2 i x<l Las 2 funciones que componen a f(x) son continuas en todo R por ser
V=1 ax—1sixo1 q P P

polindmicas, por lo tanto lo son respectivamente en los intervalos (-, 0) y (0,0) . Asi, el
Unico punto problematico que presenta nuestra funcion es x=1:

XIirln_ f(x) = XIirln_(x +2)=3; X"r{l f(x) = XIir1n+(4x —1)=3; f(1)2 Entonces: en x=1 la funcion es
discontinua evitable, en R-{1} f es continua.
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X2 si x>0 : ) :
fly= . y=0 es continua en (—oo, 0) por serlo en R; y=x* es continua en (0,c) por

0six<0
la. misma razon. Estudiamos la continuidad en x=0 : limf(x)= lim(0)=0;
lim f(x) = lim x? = 0; f(0)=0= f es continua en todo R
1 .
¥ SIx<1 » . » 1
gQy= 1 6ix La funcion y=1/x es continua en (-, 1)-{0}. La funcion y=y_>5 €8
x-2

continua en (1,oo)-{2}. Ademas en x=1 hay un cambio de funcion , por lo tanto tenemos que
estudiar la funcién en esos 3 puntos.

IXier(x) = Ixing(llx) = oo = f tiene en x=0 una discontinuidad asintotica

IXirgf(x) = !(irg(x—fz) = oo = f presenta en x=2 una discontinuidad asintética

XIirln_f(x) = XIirln_(llx) =1, Xlir1n+f(x) = XIirlq(x—fz) =-1= En x=1 f es discontinua de salto finito. f es
continua en R-{0,1,2}

X3 _ 8 H 3
hyy=y x2-4 Six#2 La funcion yzi[i es continua en R-{-2, 2} y por lo tanto f
3 si x=2 B
también lo es.
3
Continuidad en x=-2 XIir_nzf(x) :Xlir_n2 §2 :2 = ‘T%ﬁ = oo luego en x=-2 f es discontinua asintotica.
Continuidad en x=2 I|mf(x) 2 8 = oo Factorizamos los dos polinomios obteniendo:

x3-8=(x- 2)(x2+2x+4) X2-4= (x 2)(x+2) En consecuencia:

3-8 . (X=2)(X*+2x+4) . (X*+2x+4)
e =4 = x2S i 2)
continua en x=2
En resumen f es continua en R-{-2} y es discontinua asintética en x=-2.

=12 -3; f(2)=3. Por lo tanto f es

1 si x<-3 v 3SIX<3 v 3SIX<3
N |x| x-3 ) xsi-3<x<0 ] -1si-3<x<0
Dy=) X % 3<x<3 = Xsi0<x<3 | 1si0<x<3

X2 2 2

9 si x>3 X9 si x>3 X9 si x>3

La funcion yz%

-3
2
y—X9 son continuas respectivamente en (-3,0) y (0,3) y (3,0) por serlo en R. En
consecuencia, los puntos problematicos de nuestra funcion son x=0, x=-3 y x=3.
I|m f(x) = I|m( 1 )_ -1/6; I|m f(x)_ I|m —1=-1 Discontinua de salto finito en x=-3

I|m f(x) = I|m (- 1) _—1 I|m f(x) = |II‘T(')]+ 1 1 Discontinua de salto finito en x=0

es continua en (—oo,—3) por serlo en R-{3}, las funciones y=-1, y=1 e

2
I|m f(x) = I|m 1=1, I|m f(x) = I|m =1;f(3) =1 continua en x=3
La funC|on es contlnua en R-{- 3 0}

-1

2
)] y—m Hallamos el dominio de la funcién x*-7x-8=0= x = 1 luego D=R-{0}
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x2-1 0 x2-1 DD D) g
lim s 7% g = o ¥ Tactorizando: limea® == =lim G550 = lim Gl = 16

f(1) no existe= f es Discontinua ewtable en x=1y continua en R-{1}

eX

1 six<0 _ _ y
K)y = w24+ 1 El Unico punto probleméatico de la funcion es x=0 ya que las
5 six>0
X 2
funciones y= exe+1 ey:X 2+1 son continuas en todo R.
L X%+
I|m f(x)— lim (eX+1) 2’xﬁ4>+ 2 =1, f(0)2 luego f presenta una

dlscontlnmdad evitable en x=0, siendo continua en R-{0}

2. Estudiar la continuidad de las siguientes funciones para los ditintos valores de ay b
% six<-1
a) Y= ax+bsi-1<x<2 ;Lafuncion y=1/x es continua en (—,—-1) al serlo en R-{0};
2SiX>2
las funciones y=ax+b e y=2 son continuas en los intervalos en los que estan definidas al
serlo en R. Por tanto los Unicos problemas de continuidad de esta funcién pueden estar en
x=-1y x=2
I|m f(x) = I|m % =-1, XIi[r11+ f(x) = XIi[r11+(ax +b)=-a+Db; f(-1)=-atb=>-a+b=-1  para
que f sea contmua en x=-1
XIian_ f(x) = XIir2r1_(ax +b)=2a+ b;XIirzn+ f(x) = XIian+ 2=2;1(2)=2=>2a+b=2 para que f sea
continua en x=2. Entonces, para que f sea continua en R ha de verificarse:
—-a+b=-1 _Ja= 1
2a+b=2 b=0

a(x—2)%six<0

b) y=< bx+1si0<x<5 ; Las funciones y=a(x-2)> e y=bx+1 son continuas en todo R
X six>5

para cualquier valor de a y b, al ser funciones polindmicas, en consecuencia lo son en el
intervalo en el que estan definidas. La funcion y=1/x es continua en (5,00) por serlo en
R-{0}. Hay que estudiar entonces Unicamente la continuidad en x=0 y x=5
Xllrg\ f(x) = Xllrg\ a(x—2)?=4a Xllrg\ f(x) = Xllrg\ (bx+1)=1; f(0)=4a>4a=1=>a=1/4 para
este valor de a f es continua en x=0
Xllrg] f(x) = Xllrg] (bx+1)=5b+1 Xllrg] f(x) = Xllrg] 1/x = 1/5; f(5)=1/5=5b+ 1 =1/5
= b=-4/25 Para ese valor es continua en x=5.
Por tanto para a=1/4 y b=-4/25 es continua en R

_ X si x<1
&) y= ax+2six>1
interlo de definicion por serlo en R.
Continuidad en x=1: XIlrln f(x) = XIlrln x=1 XIlrln f(x) = XIirlrl(ax +2)=a+2;f(l)=a+2=
= 1l=a+2=a=-1. Paraese valor de a f es continuaen R

Tanto la funcién y=x como la funciéon y=ax+2 son continuas en su
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4 —x si x<0
d) y=¢ ax+bsi0<x<3 ; Todas las funciones que componen f son polinémicas y por
X+asix>3
tanto continuas en el intervalo en el que estan definidas. Veamos la continuidad en x=0y
x=3: Xllrg\ f(x) = Xllrg\ 4-x=4 Xllrg\ f(x) = Xlirgl(ax +b)=b; f(0)=b=Db =4
XIir?p_f(x) :Xlir?nax+b:3a+b ;Xlir?nf(x) :Xlir(n(x+a):3+a;f(3) =3+b=3a+bh=3+a>
3at4=3+a>2a=-1=>a=-1/2

X3-2x%4X
e) 8x3+3x ) six#0
asix=0

x3=2x24x

Y="55.3c ©s continua en R-{0} y en consecuencia nuestra funcion tambien lo es. Veamos

—2x%+x 0

la continuidad en x=0: : Iimf(x) = Iimx3— =0
X—>

; 8Xx°+3x=0= x(8x%> +3) =0 = x =0 Por lo tanto la funcion

8x3+3x

_ —2x+1 _
XD _ Jjpg K2 ) = lim (8x§f§ = 1. f(0)=a. Para que f sea continua a=1/3

!(I_I:Q 8x3+3x X0 X(8x2+3)

6 S x 2
f)y= La funcién y=% ‘216 es continua en R-{2}, por lo tanto también lo

b Si x=2
es la funcién que nos ocupa. Veamos la continuidad en x=2:: limf(x) = lim %;5* 16 _ 8al6

Si 8a-16 es distinto de cero ese limite seria infinito y la funmon presentarla en x=2 una
discontinuidad de asint6tica para cualquier valor de b. La uUnica posibilidad de que ese

limite exista es que sea del tipo 0/0 y, por lo tanto que 8a-16=0= a = 2.

(28 oV
Para ese valor de a: limf(x) = lim 2016 =lim “55 7 = lim(2x? + 4x + 8) = 24 5f(2)=b

Luego b=24y a=2 para que f sea contlnua
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